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ClasaalX-a
. . . a’ b? cc 1
1. Fie a,b,c=0si a+b+c=1. Aratatica: ——+—5—+—5—<—.
a+5 b°+5 c’+5 4

2. a) Dad (x,),»; este o progresie geometijce noteax
S, =%+ X+ Xg+...+ x,,0n0ON" .Calculai S, stiind ci S; =40si S; = 60.

2X+3

b) Calculgi suma elementelor mimii B = {xD]R{ |[

Jz 1+{ 2x}}, unde [a] si

{a} reprezini partea intreag respectiv partea fréonas a nunarului reala.

3. Se considerun triunghi echilateraABC cu AB =3 si puncteleP,Q,G,R,S astfel incat:
BP=PQ=QC, GA+GB+GC =0, AR=RGsi AS=r [EC.

a) Calculai lungimea vectoruluiv=GP + GQ.

b) Aratati ca exisé un nunidr rgional r pentru care punctel8,R, Ssunt coliniare.

4. Se di patrulaterul conveXABCD si O interseda diagonalelor salea > Osi
AM _BN _CP _DQ _
MB NC PD QA

M O(AB),NO(BC),PO(CD) ,QJ(DA) . astfel incat:

a) Daci a=1, atunci OM +OP =ON +0Q.
b) Daci az1lsi OM +OP =0ON +0Q, atunci ABCD este paralelogram.

Timp delucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala, 8 februarie 2020
Clasaa X-a

Si se rezolve ectia: v1-x* = 3x— 4x°,

(a) Determinai numiarul realm pentru care puncteks, B, C avand afixele
7 =1+i, z, =40, zz=-1+m sunt puncte coliniare(i? = -1).

(b) Aratati ca, da@ zOC\{-1}, atunci|Z =1 dad si numai da& exist un nunir reala
1+ai

astfel incatz=—-— .
1-ai

Aratati ca:

1 1 1
+ +...+ >n,(0)a ,a,,...a U( 1
Iogaia2 Iogaza3 Iogaﬂa1 ()alaQ A ( )

Se consideérmultimea M a fungiilor injective f:R - R cu proprietateaac
f(x) O (1—x) = f (ax+b),Ox0OR,undea si b sunt numere reale. Atati ca:

(@) a=0;
(b) f(1-b)=1;
(c) f nu este surjectily

(d) M =#0.

Timp delucru 3 ore.
Fiecare problem este notata cu 7 puncte.
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Clasaa Xl-a

. . -2 -2
1. Se conS|de?rmatr|ceaA:[ ) 2jDMZ(IR).

(a) Aratati ca, pentru orice nugir natural nenuh, exist x, ON astfel incat A" = x, A,

(b) Determinai X OM, (R) pentru careAX = X [A;

(c) Determina YO M, (R) pentru carey®-3y% = A.

. . 1 0
2. Se conS|de§rmatr|ceaA=( 1 ZJDMZ(Z)' Se cere:

i) Calculai A"

i . . .. —p3 3
i) Aratati ca existi doui matrici B.C 0 Mz (Z) pentru careA=B"+C”,

3. Fie (Xn)nZl unsir de numere reale strict pozitive, astfel ingat < 3x — 2. Aratati ca

(x,),., este convergest calculai limita sa.

(1-cosx) (1— coéx) ( 1 cOx

4. Calculdi limita L =|jm , pentrunON".
2n 2n
x-0 sin? x+|n(1+x )+ x* -1
Timp delucru 3 ore.
Fiecare problemd este notata cu 7 puncte.
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1. Pe mulimeaG =(-1,1) se defingte operda "' prin nyz%.Stiind cd (G,0 este un

grup, determingnumarul realm pentru care fun@ f :(0,+e) - (-1,1),f (X):mx_+—11
X

stabilate un izomorfism ntre grupurileéRE ) si (G,0).
2. Pe mufimeaM =(0,+») se considero lege de compoge "' care are uritoarele
proprietti:
(@ (xOy)OxOz)=xOy+z), Ox,y,zOM;
(b) xL=x, OxOM..
Aantagi ca: (i) 2040Q;
(ip0; 00
(iiin/202002020= 2028%°

3. PentrunON" notim |, :.[x”\/x2 +1dx.
a) Calculai 1;

b) Stabiliti o relaie de recures pentrusirul (1) .

X2

(xCtosx~— sirx)(xOsink+ cos)

4. Determinai primitivele funaiei f (Ogj - R, f(x)=

Timp delucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.

Strada Ateneului Nr. 1, 320112 Str. General Berthelot nr. 28-30,
RESITA - ROMANIA Sector 1, 010168, Bucuresti
Tel: 0255/214238; Fax: 0255/216042 Tel: +40 (0)21 405 57 06
e-mail: isjcaras@gmail.com Fax: +40 (0)21 3103205

WWW.isjcs.ro www.edu.ro



CARAS-SEVERIN

MINISTERUL
EDUCATIEI S|
CERCETARII

INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN CARAS-SEVERIN

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala, 8 februarie 2020

ClasaalX-a
BAREM
2 2 2
1. Fie a,b,c=0si a+b+c=1. Aratati ca: 3 + 3b + 3C sl.
a’+5 b’+5 c+5 4
1.la,b,c=0; a+b+c=1,decig,b,c<1 (1p)
a? 1 3 5 ) . _
P < 2 = a’+ (1 —a*)+ (a—2)* = 0relaie adedrati pentru
ca toti termenii sunt pozitivi
(4p)
a? a (1p)
-— < — ;Analog celelalte
a’+5 4
Finalizare (1p)
2. a) Daa (x,).» este o progresie geometijce noteax
S, =X+ %+ %+..+ x,0 N .Calculai S, stiind ci S;=40si S; =60.
(b) Calculai suma elementelor mgirnii B :{xDR |{2X4+ 3} =1+{ 2x}} unde [a] si
{a} reprezini partea intreag respectiv partea frgona a nunrului reala.
2. | (a) (1p)
_ anSs _3 1
=40,5=602=1 =2 =
%=40.$=60 2= 1 G072 A5 e
i - X (q_ - — (3p)
Din S_L—m(l )= g_so%_ 70
(b) {2¢ =0; din 1< 2X*3_ 2 se ajunge Iam[lﬁj: B:{—l,l,—?",z} (2p)
4 2 2 2 2
Suma ceruteste 5 (1p)

3. Se considerun triunghi echilateraABCcu AB=3 si puncteleP,Q,G, R < astfel
incat: BP= PQ= QG GA+ GB+ GC=0, AR= RGsi AS= r[SC

a) Calculai lungimea vectoruluiv=GP+ GQ

b) Aratati ca exisé un nunar rgional r pentru care punctel®,R, Ssunt coliniare.
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(a) Desen corect (prin identificarea ppei (1p)
PUNCLEION)......ccvvvviiiiiiiiieeeeeeeiiee e
M mijlocul lui (BC)si al lui (PQ) =GP+ GQ= 2m:§m:ﬂ/:ﬁ3 (3p)
(b) Teorema lui Menelaus pentsdBC si secantaB - R— S conduce la
AR [—lw [—IS—C:1:> r -1 (sau soltie vectoriad) (3p)
AM BC SA 6
. Se di patrulaterul conveXABCD si O interseg@a diagonalelor salea> Osi
M O(AB),NO(BC),PO( CD ,Q0( DA . astfel incat:oM - BN _ CP_ DQ_
MB NC PD QA
a) Daci a=1, atunci OM + OP= ON+ OC.
b) Daci a#1lsi OM+OP= ON+ OC, atunci ABCD este paralelogram.
—_— _+_
(a) In AOAB avem medianfOM| = OM _OA+OB
—_ _+_
in AOCD avem medianOP| = op=0C*OD
—— — OA+ OB+ OC+ OL
deci OM +OP:OA OB+ OC+ OC 1
2 (1p)
— — OA+ OB+ OC+ OL 1
analogoN + 00= OA 032 OC+ OD (1p)
Finalizare (1p)
(b) OM =+ OA+—2 0B, OP=—+ OC+_ 2 0D,
a+l a+l a+l a+l (1p)
— — - — — p
ON=—1 OB+-2 0C, 00=—-_ 0OD+—2 0p
a+l a+l a+l a+1l
OB + 0D = 0A+ 0OC (1p)
CB =DA (1p)
Finalizare (1p)

Barem — clasa a IX-a
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Clasaa X-a
BAREM

1. Sise rezolve ectia: v1-X* = 3x— 4x.

1. Condiii: 1—x2>0;3x—4x3>0 (1p)
Prin ridicare la ptrat otinem: 1 — x? = 9x% + 16x° — 24x* = (1p)
16x° — 24x* 4+ 10x2—-1=0
Notimx?2 =t >0 = 16t3 —24t2+ 10t —1 =0 (1p)
Obtinemt, =2 ; ¢, =222, ¢ = 2202 (2p)

’ 2 2 2
Finalizare (2p)

2. (a) Determinai numarul realm pentru care punctele, B, Cavand afixelez =1+,

z, = 40, z3 = -1+ mL sunt puncte coliniare(i? = -1).

(b) Aratati ca, dac zOC\{-1}, atunci|=1 dac si numai daa

existi un nundr reala astfel mcatz-% )
—ai
2. | @ m=7 (2p)
1+ 2
(b) dac 7=+ 4= 8l (2p)
|1~ a||
t|7=1= zOz=1, pentru azi, se obine a=a= alR, (3p)
i(z+1)
1+ai
Cuz=
1-ai
3. Aratati ca

1 + 1 +...+ 1 >
log, a, log, a log, &

n(0)a.a,....a 0( 1)

l9a 198,  lga, (2p)

scrie =% :
g a, |g A lg &

scrie ineg. medm, > m, =

Strada Ateneului Nr. 1, 320112 Str. General Berthelot nr. 28-30,
RESITA - ROMANIA Sector 1, 010168, Bucuresti
Tel: 0255/214238; Fax: 0255/216042 Tel: +40 (0)21 405 57 06
e-mail: isjcaras@gmail.com Fax: +40 (0)21 3103205

WWW.isjcs.ro www.edu.ro



INSPECTORATUL SCOLAR

CARAS-SEVERIN

MINISTERUL

JUDETEAN CARAS-SEVERIN léléggé%%l?l
Ig_a1+Ig_a2+m+_Igan anj{/lgaidga?ﬂ.dgq“ (4p)
lga, lga g a lga, lga g g

finalizare (p)

(@) a=0;
(b) f@d-b)=1;

(c) f nu este surjectily

4. Se consideérmultimea M a fungiilor injective f:R - R cu proprietateaac
f(x)Of (1- x)= f(ax+ b,0xJIR,undeasi b sunt numere reale. Atati ca:

(d) m=0O.

(&) Pentrux=0, apoi (2p)
x=1= f(0)Of()=f() f(Q=f(a)= f(a+t b= a=C

(b) f(x)Of(L-x)= f(ax+ B,0XIR= f(HOfl- B= f(b

Presupunéandicf (b)=0avem & f(x) f (1- x)=0,0x0JR, deci

Oq, % 0OR, %% % cu f (%)= f(x), contradi¢gie cu injectivitatea ()
= f(b)#0= f(1-b)=0

(c) Dac OIOR cu f(t)=0 atunci f (t) F (1-t)= f (b)= f(b)=0, fals
Asadar,00Im f deci f nu e surjectig (2p)
(d) Unexemplu:f:R - R, f(x)=2 (1p)

Barem — clasa a X-a
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ClasaaXl-a
BAREM

1. Se conside?rmatriceaA:[

) jDMZ(R).

(a) Aratati ca, pentru orice nugir natural nenuh, exist x, ON astfel Incat A" = x, 0A
(b) Determinai X OM, (R) pentru careACX = X UA;

(c) Determinai Y OM,(R) pentru carey® -3y2= A,

L1 (@) x,=(-4)",nON"(demonstrée) (2p)
1
(b) X :(a bj (1p)
b a
Y4 -3v3= av= vas ¥[? P) se ob v =2 P, din retai
(© = AY= b al e olgine, pentruy = b al’ in relaia (1p)
Y3-3Y2= A, egaland elementele omoloageezolvand sistemul de ediiabtinut; (1p)
11 s 1
. 11 1 - 2 2 2 2
Soluiile: Y, = Y, = Vg = A
owteni={; e el 3 A
2 2 2 2 (2p)

. . 1 0
2. Se conS|de?rmatr|ceaA:( 2JDMZ(Z). Se cere:

i) Calculai A"

i . . .. - Rp3 3
i) Aratati ca exist dous matrici B:CU Mz (Z) pentru careA=B"+C”,

2. 1 0 1 0 (1p)
2 _ —
@ A _(_3 4) _(1_ 2 22J
1 0
A" =( ] J,(D)nDND
1-2" 2 (2p)
(b) A% -trADA+detAll, = O,
A? -3[A+20,=0, (1p)
A -30A%+20A= O
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A3 -3[0A% + 20A- A2+ 30A- 20L = O,

(A-1,)%=(A-1,)?

B=A- |2, C=|2

(1p)
() (1p)
(A=12)"= A=12= A=(A= 1)+ 1, (1p)

3. Fie (X”)nzl unsir de numere reale strict pozitive, astfel ingdt < 3x, — 2. Aratati ci

(x,),., este convergest calculai limita sa.

-X<-xX+3x-2==(x+J(x-Y < C )
X1 < X, =(X,) , strict descresitor (1p)
x,>0,(0)nON"= x 0(0,])

Deci (x,) _, marginit, deci convergent (1p)
Trecand la limi =1°<3-2] >0 (1p)
Finalizarel = (2p)
4. Caloulaimita L=[im (1—cosx(1— coéx) ( 1 O N
. Calculai limita L = , pentrun .
Ix~o Sin’" x+ In(l+x ) +J1+ X" -1
i (1-cosx)( & codx) [ 2 cO . 20 L (1p)
m X" sin™ x+ In(1+x°") + {1+ X" - 1 ’
e lmcosx Lk _n! (3p)
LElim[] l2 2
L = 1 n (1p)
1+ 1 2n+1
1 (1p)
|IrT(;] 2 2 1
Sin2nx+ln(1+x )+(1+x )”—1
X2n X2n X2n
Finalizare (1p)

Barem — clasa a Xl-a
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ClasaaXll-a
BAREM
1. Pe mulimeaG =(-1,1) se defingte operdga "' prin nyzlirj.Stiind cd (G,0 este
Xy
un grup, determirnfanumarul realm pentru care fun@ f :(0,+) - (-1,1),f &)= m)i_ll
X
stabilate un izomorfism ntre grupurileéRE,[)] si (G,0).
1. | Se deducexm=1 (2p)
Se verifia faptul @ f morfism de grupuri (3p)
Se verifia faptul @ f este bijectid (2p)
2. Pe mufimeaM =(0,+») se considero lege de compogé "' care are uritoarele
proprietti:
@ (xOy)qx0g=x(y 3 Oxy@d N
(b) xM=x, OxOM.
Aratati ca: (i) 2040Q;(ii) 4D%DQ; (iii) v202002020= 2021910
2.1 () y=2z=1= ® = x2, y= z2=( %2)°= x4sau (2p)
x* = x*4 =2*4=160Q
(ii) y=z=%, apoi y=z=:11 si obtinem 4*4 =200 (2p)
(i) Inductiv se aratci x" = x* nOnON" (2p)
Pentrux=~/2020,n= 202(chtinem concluzia cert (1p)
3. PentrunON" notim |, :.[x”\/x2 +1dx.
a) Calculai 1;
b) Stabiliti o relaie de recures pentrusirul (1) .
3. | a) Se nott = x> +1= dt= 2xdx
(1p)
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3 (1p)
| :—j\/—dt :—+C
o (x2+1)2 (1p)
Finalizarel, =——+C
b) | -J' dx+=1+1" (1p)
X +1
| =x"x+1-(n+1) I, (1p)
|'=x"x?+1-(n-1) I, (1p)
1 (ynt (1p)
Finalizarel —m( (x +1)\/x +1-(n-1) I )
4. Determinai primitivele funaiei
(o) _ X’
f'(o'zj R, f(x) (x[eosx— sinx)( xOsinx+ cosy
4. | Notim f,(x) = x[@osx— sinxsi f,(x) = x[3in x+ cosx (2p)
RN
ACEAC
x) dx = dx (2p)
R B C AT
_f(%), fl'(x) (1p)
RACHE fl(x)dx
I =In|f,(x)|=In|f,(x)|+C (1p)
| =In|xBinx+ cosq - IfxOcosx— sin (1p)

Barem — clasa a Xll-a
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