Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a V-a

1. Scriem numerele naturale nenule consecutive sub forma
1, 2, 3,
4, 9,6,7 8,9,
10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18,

(pe fiecare linie avem cu 3 numere mai mult decat pe cea precedentd,).
Pe ce linie se va gasi numarul 20187 Pe a cdta pozitie?

Solutie gi barem:

N 72 PP 1p
Se observa ca pe linia k se gasesc 3k NUIMETe. ...ttt i, 1p
2018 se va afla pe linia k daca 3+3-2+---+3(k—1) <2018 <3 +3-2+---+3k ..... 3p

k(k—1 k(k+1
Inegalitatea revine la 3¥ <2018 <3 (k+ ), de unde obtinem £ =37 ............ 3p

Fie p pozitia lui 2018 pe linia 37. Atunci 2018 =3+4+3-2+--- 4+ 3 - 36 + p, de unde rezulta ca

[\

D == 20 2p
2. Daca se aduna cele 99 numere naturale 9, 99, 999, ..., 99...9, cate cifre 1 va confine rezultatul?
99 cifre

Solutie si barem:

N 72 PP 1p
i . = — 2 _ 3 _ - 99 _
Scriem 9 + 99 + 999 + +99..f.9 10-1+10°—-1+410°=1+---4+10 | 4p
99 cifre

Suma va fideci 11...10—99=11...10004+110—-99=11...10004+11 ................ 3p
— — —
99 cifre 97 cifre 97 cifre

Rezultatul are 99 cifre 1 ... ... 2p

3. Determinati a,b,c,d, e, f, g, h,i cifre distincte astfel incat

aaa + bbb + ccc = aaa + ddd + eee = fghi.

Solutie si barem:

N 172 PP 1p
Relatia din enunt revine la 111(a +b+¢) = 111(a+d+e) = fghi. ..., 1p
Deoarece fghi are 4 cifre, obtinem a + b + ¢ > 10. Cum a,b, ¢ sunt cifre distincte rezulti
e 1p

Notam 7y = a + b+ ¢. Numarul 111 - Ty va avea toate cifrele diferite doar daca x + y > 10.
Singurul numar Ty cu aceasta proprietate cuprins intre 10 si 24 este 19. Rezulta deci fghi =

111-19=2109sia+b+c=a+d+e=19 . . 3p
Deoarece a < 8 obtinem b+ ¢ = d+ e > 11. Pe de alta parte, cum b, ¢, d,e € {3,4,5,6,7,8}
sunt distincte, b+ c=d+ e < 13 .. 1p

Daca a =8 §i b+ ¢ = d+ e = 11 avem posibilitatile (b = 4,¢ = 7,d = 5,e = 6), (b = 4,c =



7,d=6,e=5),(b=T,c=4,d=>5,e =6) si respectiv (b=T7,c=4,d=6,e=5). ........ 2p
Cazul a = 7 si b+ ¢ = d + e = 12 nu convine deoarece suma 12 se poate obtine doar ca 4 + 8

SAIL D T 0.5p
Cazul @ = 6 si b+ ¢ = d + e = 13 nu convine deoarece suma 13 se poate obtine doar ca 5+ 8
S B A 7. e 0.5p

4. Alin, Bogdan si Cosmin participa la o competitie de tras cu arcul. Fiecare lanseaza 6 sageti, si
fiecare sageata nimereste tinta, ca in figura de mai jos. Prima tragere a lui Bogdan valoreaza 3
puncte, iar Cosmin adunda 22 puncte cu primele cateva sageti. In final, cei trei constata ca au
toti acelasi numar de puncte. Cine a reusit tragerea de 50 de puncte?

Solutie si barem:
N 1172 P 1p
Numarul total de puncte obtinute in joc este 213, deci fiecare are 71 puncte. ............. 1p
Avand deja 22 puncte in primele k incercari, Cosmin nu poate fi cel care reuseste tragerea de
50 puncte. El va obtine 49 puncte din ultimele 6 — &k trageri. Observam ca 49 nu se poate
obtine ca suma a mai putin de 4 punctaje de pe tinta; prin urmare, Cosmin aduna 22 puncte
cu primele doua sageti si 49 cu celelalte patru, rezultatele sale fiind {25, 20,20,3,2,1}. ... 3p
Participantul care reuseste tragerea de 50 puncte nu va avea nicio sageata in regiunile de 25 si
20 puncte. De asemenea, nu poate avea doua sau mai multe trageri de 10 puncte. Daca nu ar
avea nicio tragere de 10 puncte, ar mai putea acumula cel mult 2 -5+ 3 + 2 4 1 = 16 puncte,
care ar fi iInsuficiente. . .. ... 2p
Concluzionam ca punctejele obtinute de cei doi concurenti sunt {50, 10, 5,3,2,1} si {25, 20, 10,
10,5,1}. Asadar Bogdan este cel care reuseste tragerea de 50 puncte. .................... 3p



Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a VI-a

1. Fie multimea de numere naturale T L3y = {n € N|243 < n < 2403 — 2018}.
a) Determinati numarul numerelor naturale prime din multimea T Lss.
b) Aratati ca oricum s-ar alege 32 de numere din mulfimea T Las, ezista doud dintre ele care
au un divizor comun prim. Daca insa se aleg mai putine numere, atunci este posibil ca oricare
doua dintre ele sa fie relativ prime.

Solutie gi barem: Start ........ .. 1p
a) Numerele prime cuprinse intre 243 gi 2403 — 2018 = 385 sunt acele numere care nu se divid
cu 2, 3,5, 7, 11, 13, 17 881 19 ..o 2p
Acestea sunt 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349,
353, 359, 367, 373, 379, 383, iIn numar de 23 . ... ... 1p

b) Orice numar al multimii 7 L3s are un divizor prim intre primele 8 numere prime, sau intre
cele 23 de numere prime din multime. Aplicand principiul cutiei, printre oricare 32 de numere
din 7 L35 vor exista atunci doua care au un divizor prim in comun. ....................... 4p
Consideram cele 23 de numere prime din multime, precum si numerele 28 = 256, 35 = 243,
5-53 =259, 73 = 343, 11 -29 = 319, 13- 23 = 299, 172 = 289, 192 = 361. Acestea sunt din
multimea T L35, in numar de 31 si sunt oricare doua relativ prime. ....................... 2p

2. a) Calculati

] 1 1 1
2 4 210
1 1 1 1
3 12 3-29
1 1 1 1
5 10 20 5.28
b) Ardtati ca:
11+11+11++1 1_1+1++1+1
2 3 4 5 6 72017 2018 1010 1011 7T 2017 2018
Solutie gi barem: Start ......... . 1p
a) Deoarece 2" 1 + 2" 2 + .. +4+2+1=2"—1, avem ci
. L, 2W4+2Wa+”.+4+2+1_1 2"—1 1
2 4 oo 2n B on  2n’
astfel cd1—1—1— ... — - = o5,
i1 1 _L:l@_l_l_ _L):L
376 13 T T3\ T2 29 329
B T T0 30t BB T BDB ottt 3p

b) Orice numér natural nenul are o unica scriere sub forma 2% - (2m +1), cu k,m € N. In suma
din membrul stang grupam termenii dupa factorul impar 2m + 1:

. 1+1 1+1 1+ N 1 I
2 3 4 5 6 7 2017 2018



+ L L + ! + ! +...+ L _
1009 2018 1011 1013 7 2017

........................................................................................... 4p
1 1
TN R T s A TS A I - LR T
b— PR S I
1011 T 1013 Tt 2017 1010 T 1o T T 2017 2018
........................................................................................... 2p

3. Fie X,Y, Z trei puncte coliniare cu XY =Y Z = 2a, war U,V,W trei puncte de aceeasi parte
a dreptei XY, astfel incat tmunghwmle XYV §Z Y ZW sunt echilaterale, tar U este punctul de
intersectie al bisectoarelor unghiurilor XYV st XWV. Determinati masura unghiulus XZ0 St
distanta de la punctul U la dreapta XY .

Solutie gi barem: Start ....... .. 1p
Deoarece m(m) = 180° — m(m) — m(ﬂ//Y\Z) = 180° — 60° — 60° = 60°, obtinem ca
m(UYW) = 1 m(XYV) +m(VYW) = 30° +60° = 90° (1) .. oovnovreeeeaa. 1p
Cum VY =2a=WY si m(m) = 60°, triunghiul VYW este echilateral. .............. 1p
Deoarece XY = XV ¢ WY = WV, mediatoarea segmentului [V'Y] este dreapta XW...... 1p
Aceasta este Insa si bisectoarea unghiului VWY si rezulta ca m(m) = m(m) =
L TTVV) = 30° e 1p
Atunci m(m) =1 m(m) + m(m) =15°430°=45° (2) .. oeiiii 1p

Din (1) si (2) rezulta ca triunghiul UY'W este dreptunghic isoscel, cu UY = YW = 2a..... 1p
Obtinem ca UY = YZ = 2a, deci triunghiul UY Z este isoscel si m(XZU) = m(YZU) =

MOYUZ) =L m(XYU) = 15° oo 1p
Daca T' este piciorul perpendicularei din U pe XY, triunghiul UTY este un triunghi 30° —
B0 — 000, o 1p
astfel ca UT:%~UY:a ................................................................ 1p

(Observatie: Triunghiul XU Z este dreptunghic in U, si are un unghi de 15°. inél@imea sa UT
este i din lungimea ipotenuzei X Z7.)

4. Fie ABC un triunghi, D un punct pe prelungirea laturii AB, cu A € (BD) si AD = AC, iar
M un punct de pe bisectoarea unghiului CAD. De asemenea, consideram dreapta § = AM si
multimea € = {P|PB + PC = AB + AC'}. Ardtati ca:

a) MB+ MC > AB + AC.

b) Multimea £ este continuta in acelagi semiplan determinat de dreapta § care contine si punctele
B si C.

Solutie gi barem: Start ......... . 1p



a) Triunghiurile MAC §i MAD au latura [M A] in comun, [AC| = [AD] si MAC = ]\m,

prin urmare sunt CONGIUENTE. . ... .. e et 1p
Din inegalitatea triunghiului avem atunci

MB+ MC=MB+MD >BD=AB+AD =AB+AC............. .. 3p
b) Daca P € 6 \ {A}, atunci conform a) are loc inegalitatea PB + PC > AB + AC,

deCl P € € 1p
Fie N un punct in plan, separat de punctele B i C' de dreapta ¢ si fie P € [BN] N J. Atunci
NB+NC=NP+PB+NC>PB+PC>AB+AC. ..., 1p
Rezulta ca N € €. oo 1p

Prin urmare, £ nu contine puncte de pe dreapta ¢, altele decat A, si nici puncte din semiplanul
opus in raport cu dreapta  celui in care se gasesc B gi C......ooooiiiiii i, 2p



Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a VII-a

1. Fie a un numar pozitiv si fie A = +/a + +/a.
a) Demonstrati ca dacd a este intreg, atunci A este irational.
b) Dati un exemplu de numar rational a pentru care A este rational.
¢) Demonstrati ca exista o infinitate de valori rationale ale lui a pentru care A este rational.

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
a) Dacid A € Q, atunci \/a = A? —a € Q, astfel cd existd n € N*, cua=n? ............. 1p
Dar atunci a + v/a = n? + n = n(n + 1) nu este patrat perfect, fiind strict cuprins intre n? si
(n+1)2 Prin umare, A € Q. . ..ot 2p
b) Pentrua =g avem cd A= /¢ +3=1/5=2€Q. ... 2p
¢) Pentru a = ﬁ avem A = (2n’f:1)2 + 2:;; =g VP 2n+ 1= "Z(Zﬁ) cQ...... 2p
Cum 5 < A < ”TH, nu pot exista doua valori distincte ale lui n, pentru care valorile core-
spunzatoare ale numerelor A s& colncida. ............. ... 1p
Rezulta ca toate valorile numerelor a = ﬁ cu n € N* sunt distincte, deci sunt o infinitate
de astfel de valori. . ... .. 1p

2. Pentru orice numar natural n notam cu S(n) suma cifrelor sale in baza 10. Spunem cd un
numdr este frumos dacd S(n?) = S(n). Determinati toate valorile posibile ale sumei cifrelor
unut numar frumos.

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
Pentru orice numar natural n, diferenta n — S(n) este un multiplu de 9, .................. 1p
astfel dacd n este un numar frumos, atunci n(n — 1) = n* —n = (n? — S(n?)) — (n — S(n)) +
S(n?) — S(n) este un multiplu de 9..... ... i 2p
Cum (n,n — 1) = 1, rezulta ca n = 9m sau n = 9Im + 1, cu m € N, astfel ca S(n) = 9k sau
S(n) =9k + 1, cu bk € Nu oo 2p

Aratam ca orice numar de forma 9k sau 9% + 1 este suma cifrelor unui numar frumos.
Numarul n = 10 —1 = 999...9 are n®> = 10%* —2-10* +1 = 999...9800...01 si S(n) =

S(n?) = 9k, deci n este frumos cu suma cifrelor 9k. ............. ... i 2p
Numsrul n = 2-10F — 1 = 1999...99 are n? = 4 -10%* — 4 - 10F + 3999...996000...01 si
S(n) = S(n?) = 9k + 1, deci n este frumos cu suma cifrelor 9k +1......................... 2p

3. FieU, V si W trei puncte necoliniare, iar O € [UV] astfel incit OU = u i OV = v, cu 0 <
u < v. Intersectiile bisectoarelor unghiurilor m, respectiv VOW cu (UW), respectiv (VIWV),
sunt punctele P, respectiv (). Punctul R este intersectia dreptelor PQ si UV. Determinati
lungimea segmentului [OR).

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
Cu teorema bisectoarei aplicata in triunghiurile OUW si OVW au loc

up _OU UQ OV
PW  OW’ QW OW




Uvr UQ
PW QW'
astfel ca PQ [F UV . o 1p

Deoarece P € (UW) si Q € (VW), punctul R € PQ N UV nu apartine segmentului [UV]. . 1p

Cu teorema lui Menelaos, avem

UR VQ WP

. . -1
RV QW PU

Y

UR PU QW _OU OW OU u

S AL S A
RV PW QV _OW OV OV w_

........................................................................................... 1p
Rezulta ca UR < RV, astfel ca U € (RV'). Atunci

OR-OU UR u

OR+0OV RV v
........................................................................................... 1p
Obtinem v(OR — u) = u(OR + v), de unde

OR — 2uv .
v—u

........................................................................................... 2p

. Fie M punctul de intersectie a diagonalelor trapezului ABCD, cu AD || BC, si P € [BC],
astfel incat APM = DPM. Aratati ca distanta de la C la AP este egald cu distanta de la B
la DP.

Solutie si barem: Start ......... . 1p
Din teorema lui Thales rezulta ca

AM DM Q
AC ~ DB

Fie X si U picioarele perpendicularelor din M, respectiv C', pe AP. Rezulta ca M X || CU, 1p
astfel ca, cu teorema fundamentala a asemanarii, triunghiurile AM X si ACU sunt asemenea.

e e e e e e e 1p
Obtinem atunci

Av_ My

AC — CU (
........................................................................................... 1p

Analog, daca Y si V sunt picioarele perpendicularelor din M, respectiv B, pe DP, atunci

DM MY 3)
DB BV



MX MY

Zo 2 4

cU BV (4)
........................................................................................... 1p
Punctul M fiind pe bisectoarea unghiului APD, avem ca MX = MY (5).................. 1p

Din (4) si (5) obtinem atunci egalitatea CU = BV QED ..., 1p



Solutii gi barem orientativ de corectare la clasa a VIII-a

1 1
1. a) Rezolvati ecuatia x - {—} +—-[z] =2
x x
b) Determinali numerele naturale nenule n pentru care ecuafia x - [—] +—[z] = Zl are
x x n
2018 solutii pozitive.
Solutie gi barem: Start ........ .. 1p
1 1
a) Fie x o solutie a ecuatiei date. Avem [z] < x (cu egalitate daca = este intreg) si [— < -
x x
. 1 . , 1 1 ,
(cu egalitate dacd — este intreg). Dacd x > 0, atunci rezulta cd =z - |—| < x-— = 1i
x x x
1 1 . . 1 : . .
— - [x] < = -2 =1, iar prin adunare z - |—| + — - [x] < 2. Egalitate avem numai atunci cand x
x x x x

si — sunt simultan numere intregi pozitive, adica pentru z = 1.

N . . 1 1 1 1 i )
Dacd x < 0, atunci rezulta ca - |—| > x-— = 1¢l —-[z] > — -2 = 1, iar prin adunare
x T

x x
1 1
x - {—] + — - [z] > 2. Egalitate avem numai atunci cand z i — sunt simultan numere intregi
x x x
negative, adicd pentru xr = —1.
Prin urmare singurele solutii ale ecuatiei sunt t = —1six=1............ ... ... 4p

b) Sa observim cia x = 1 nu este solutie (pentru niciun n) i ca z este solutie daca gi numai daca

— este solutie. Deoarece x > 1 < 0 < — < 1, trebuie sa gasim valorile lui n pentru care ecuatia
x x

are 1009 solutii supraunitare. Fie x > 1 o solutie. Atunci 0 < é < 1, deci E] = 0. Ecuatia
[zl _ n
[] +{z} n+1
ke {1,2,...,n—1}, deci ecuatia are solutiile supraunitare lﬁ—%, cuk=1,2,...,n—1. Asadar
trebuie ca m — 1 = 1009, adicd n = 1010. ... ..o e 5p

1
revine la ,apoila {z} = —-[z]. Notand k = [z], conditia 0 < {z} < 1 implica
n
Remarca: Punctul a) poate fi rezolvat si tratand cazuri.

2. Fie VABCD o piramida in care baza ABCD este dreptunghi. Daca A" i B sunt proiectiile lui
A si B pe VC, respectiv VD, ardtafi ca punctele A, B', C si D sunt conciclice.

Solutie si barem: Start .......... 1p
BD A

Fie O centrul bazei. Atunci OA’ = OB = —~ si OB = OC = TC (mediane in triunghiuri

dreptunghice). Cum AC = BD, rezulti ¢ca OA'=0B'=0C =0D....................... 4p

Daca O’ este proiectia lui O pe planul (VCD), triunghiurile OO’A’, OO'B’, OO'C si OO'D
sunt congruente (IC), deci punctele A’, B’, C' si D sunt pe un cerc cu centrul in O"........ 5p



3. a) Aflati v € R pentru care 22° — 32 +1 < 0.
b) Ardtali ca dacd x,y,z sunt numere reale nenegative care verificd 2 + y? + 2% > 3, atunci
2y +yz+zr < o3+ yP + 25
c¢) Ardtati ci dacid x,y,z sunt numere reale nenegative care verificid x> + y* + 2° > 3, atunci
23 P+ B <t oyttt

Andrei Eckstein

Solutie gi barem: Start . ... 1p
a) Avem 223 — 222 — 22 +1 <0 22%(r— 1) —(z—D(z+1)<0& (z—1)(22> —2—1) <
<

0exe (—oo, —5} U L 3p

b) Conform a) avem z® > pentru orice x > 0 si analoagele, relatii care adunate

3 +y*+2%) -3 - 2(2 + y* + 2%)

dau 2% +¢* + 2% > 5 > 5 = 2% +y? + 2% Ori se stie ci
2?2 +y? 4+ 22 > ay +yz+ zx, Va,y, 2 € R, deci concluzia se impune................. ... ... 2p
¢) Pentru orice z € R are loc relatia 2z — 223 — 22 + 1 > 0. Intr-adevir, ea revine la
(r —1)%(22* 4+ 2x +1) > 0. Scriind i relatiile analoage si adunand obtinem ca 2(z* +y* + 2%) >
2+ P+ 2+ (P + 2+ 22 =) > 2@ B 2 4p

Alta solutie la b):
a2+ y? + 22

Vom arata cd (zy+yz + z22)? < (zy +yz + z2)? - < (2% 4+ + 2°)?, ceea ce revine

la3> 2% +6> 2% > > aty? + 2> alyz + 2 a:3y2,23+ 3z2y?22.

Scriem inegalitatile 2° + 23y + 23y > 3aty?, 2(2®+ 23y +2323) > 62tyz, 2(28 + 239> +¢323) >
623y%2 si analoagele lor, precum gi > 25+2 >~ a3y > 922?22, care rezultd toate din inegalitatea
mediilor, obtinem prin adunare gi impartire cu 3 tocmai inegalitatea dorita. Egalitatea are loc
daca si numai daca r =y =z = 1.

4. a) Care este numdrul mazim de ture care pot fi asezate pe o tabld de sah astfel ca nicicare doud
sa nu se atace?
(O tabla de sah are 8 linii i 8 coloane; spunem ca doud ture se atacd dacd ele se afld pe aceeasi
linie sau coloand a tablei gi tntre ele nu mai sunt alte ture.)
b) Cate ture se pot plasa pe o tabld de sah astfel tncat orice turd sa atace exact o alta tura?

Alexzandru Mihalcu

Solutie gi barem: Start ........ ... 1p
a) Numarul maxim este 8.
Pe de o parte, daca am avea mai multe, din principiul cutiei ar rezulta ca ar exista doua ture

aflate pe aceeasi linie, deci doud ture care se ataca. ...........ooiriiiiiiii .. 2p
Pe de alta parte, putem plasa 8 ture pe o diagonald a patratului si atunci nicicare doui nu se
AL A, oo e e 1p

b) Numéarul maxim este 10.
Observam ca avem 16 randuri si coloane pe tabla de sgah. Vom demonstra ca putem plasa maxim



10 ture pe tabla.

Consideram o tura oarecare. Aceasta ataca exact o alta tura cu care determina o linie, ramanand
o alta linie pe care se afld singura. Presupunem ci putem plasa x ture pe tabla, deci fiecare din
cele x ture va determina o linie pe care se afla singuri si una pe care se afla cu inci o turad din

. 2
cele x. In total = +g linii. Deci 3; <l6=z< % S 4p

Dar aici avem un exemplu cu 10 ture, ceea ce ne duce solutia la final. ..................... 2p

Remarca: Problema se poate aborda gi examinand numarul liniilor pe care se afla doua ture. Pe
o linie nu pot sta mai mult de doua ture. Pot fi maxim 4 linii cu doud ture, in caz contrar pe
o coloana vor exista doud ture astfel ca o tura va fi atacata atat orizontal cat si vertical. Daci
sunt 4 linii cu cate doua ture, ele ocupa 8 coloane, deci nu putem avea alte ture, ceea ce duce
la un maxim de 8 ture in acest caz. Dacd avem mai putin de 3 linii cu cate doua ture, atunci
avem cel mult 10 ture in total (cate doud pe randurile cu doud ture, cite una sau niciuna pe
celelalte). Daca pe trei linii am cate doud ture, pe cele gase coloane pe care stau aceste ture
(coloane care trebuie si fie distincte) nu mai putem avea ture. Pe celelalte doua coloane putem
avea cel mult cate doua ture, ceea ce duce la cel mult 3-2+4+2-2=10ture................ 4p
Un exemplu de agezare a 10 ture incheie rezolvarea........... ... .. 2p



