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Concursul Interjudetean de Matematica

Memorialul ”Traian Lalescu”
Editia a XXXI-a, Arad, 31 martie - 2 aprilie 2017

Clasa a IX-a

1. Un numar de 1042017 de becuri sunt conectate la 1042017 comutatoare, astfel incat comutatorul

cu numarul ¢ este conectat la becul cu numarul j daca gi numai daca i|j. Prin actionarea unui
comutator se schimba starea tuturor becurilor conectate la acesta. Presupunem ca initial toate
becurile sunt stinse.
a) Daca sunt actionate toate comutatoarele intr-o anumita ordine, fiecare o singura data, aratati
ca starea finala a fiecarui bec este independenta de ordinea in care sunt actionate comutatoarele.
b) Care becuri raman aprinse dupa actionarea tuturor comutatoarelor cate o singura data? Cate
sunt aceste becuri?

2. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, [AA;], [BB4] si [CC}] inaltimile sale, iar M, N gi respectiv
P, mijloacele segmentelor [B;C4], [C}A;], respectiv [A;By]. Aratati ca dreptele AM, BN si
C'P sunt concurente.

3. Fie a,b,c > 0 cu proprietatea ca a + b+ ¢ = 1. Aratati ca
9abe < ab+ ac+ be < a® + b3 + & + 6abe < a® + b* + 2.

4. a) Fie ABC un triunghi, O centrul cercului sau circumscris, R raza cercului circumscris, iar r
raza cercului inscris triunghiului ABC. Aratati ca

eq-d(O,BC)+¢ep-d(O,CA)+ec-dO,AB) = R+,

unde ex = sgn(90 — m(X)).
b) Fie ABC' D un patrulater inscriptibil, iar 74, rp, r¢, 7p razele cercurilor inscrise in triunghi-
urile BCD, CDA, DAB, respectiv ABC'. Aratati ca

ra+1rc=r+7D.

c¢) Formulati o generalizare a proprietatii de la b) pentru poligoane inscriptibile oarecare.

Timp de lucru: 3 ore
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1. Fie n > 2 un numar natural fixat. Comparati numerele A(n) si B(n), unde

2\/log23+2§/log23+'..+2"/10g23 ( ) \/@+%/log§2+m+n logl 12
— B(n)=3 n—1 .
Y

A(n)

n—1

2. Fie n un numar natural fixat. Aflati partea intreaga a numarului N(n), unde

3. Fie M = {(z1, 22) € CXC : |21+ 22| = |27 +23| = 2}. Determinati min,, .,)em |25 +73).

4. Determinati toate functiile f : N — N cu f(0) = 0si f(n) = f ([3%]) +1, (V)n > 1,

2017
unde prin [z] am notat partea intreaga a numarului real x.

Timp de lucru: 3 ore.
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1. Fie f,g : R — R doua functii astfel incat g este continua si pentru orice z € R
avem

fz) e Qe flyg(z)) ¢ Q

Aratati ca functia f are cel putin un punct de discontinuitate.

2. (a) Fie A > 1 un numar real si (2,),>0 un sir de numere reale cu proprietatea
ca girul (Ax,11 — @n)n>0 este convergent. Aratati ca sirul (z,,),>0 este de asemenea
convergent.

(b) Fie (yn)n>0 un sir de numere reale cu proprietatea ca sirul (6¢,+2—5Yn+1+Yn)n>0
este convergent. Aratati ca sirul (y,),>0 este de asemenea convergent.

3. Fie A € My»(R), B € M34(R) doua matrice cu proprietatea ca

4 2 -2 -4

-2 0 1 3

AB = -2 =2 1 1
2 2 -1 -1

(a) Aratati cd (AB)? = 2AB si cd rang(AB) = 2.
(b) Aratati ca BA = 21,.

4. (a) Aridtati cd nu existd numere intregi a, b, ¢ astfel incat n® + an? + bn + c este
patrat perfect pentru orice numar natural n.

(b) Fie a,b,c numere intregi, a # 0, astfel incat an® + bn + c este patrat perfect
pentru orice numar natural nenul n, adica exista un sir de numere naturale (x,,),>1
cu proprietatea ca an® + bn + ¢ = 22 pentru orice n € N*.

(by) Aratati ca sirul (z,11 — 2,)n>1 este convergent si determinati limita acestui
Sir.

(by) Aratati ca existd numerele intregi u, v astfel incat a = u?, b = 2uv, c = v2

Timp de lucru: 3 ore
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1 1

1. Dacd f :[0,1] — R este continud si [ f(z) dv = [xf(z) dz = 0, atunci f are
0 0

cel putin doua radacini distincte in intervalul (0, 1).

2. Se considera functia f : [0,1] — R definita prin:

11 .
1, IE{W,ﬁ},kGN
flx) =

0 1n rest.
1
Ardtati ca f este integrabild pe [0,1] si calculati [ f(z) da.
0

3. Fie (G, -) un grup finit cu elementul neutru e.
(i) Ardtati cd existd un numéar impar de elemente x € G astfel incat 2 = e.
(i) Aratati cd existd un numar par de elemente x € G astfel incat x2 # e.

4. (i) Aratati ca toate grupurile cu trei elemente sunt izomorfe intre ele.
ii) Demonstrati ca grupul (Q%,-) nu este izomorf cu grupul (Q, +).

Timp de lucru: 3 ore



Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a IX-a

1. Determinati functiile f : Z — Z care verifica 3f(f(x)) = 7f(x) — 2z pentru orice v € Z.

Solutie gi barem:

N 72 PP 1p
Se observa ca functia f(z) = 2x, Va € Z este solutie a problemei ......................... 2p
Presupunem ca problema are gi alte solutii; atunci exista xy € Z astfel incat f(zg) — 2z # 0.
Din ipoteza avem 3 (f(f(x0)) — 2f(x0)) = f(20) —2X0 e vvveniii 2p
Inlocuind z cu ) (x0) In ipoteza, pentru k = 1,2,...,n — 1, se obtine inductiv

3 (f ) (2o) — 2 () = f(x0) — 220 pentruorice n € N ... 3p
Numarul intreg nenul f(z9) — 2x¢ se divide cu orice putere a lui 3 — contradictie; rezulta
unicitatea SOIULIE] ... ... 2p

2. Fie ABCD un trapez (AB||CD) si punctele M € (BC),N € (AD). Aratali ca AM||CN
daca $i numai daca BN||DM.

Solutie gi barem:
Varianta 1
N 72 PP 1p

Existd A > 0,k € (0,1) astfel incat AB = ADC, MB = hCB, NA=kDA ............. 2p

Mbgine:

AM = hAC + (1 = B)AB = BAC + (1 — WJADC <o oo 1p

NC = (1= K)AC 4 kDC oo 1p
b (1—h)A

AM||CN < 3u: AM = uN @1_k=( k) Shk=A1 =) (1= k) weerern. 1p

Analog: BN = kBD + (1 — k)BA = kBD + (1 = KJACD v v oo 1p

MD = (1= R)BD 4+ hOD +ov oo 1p
o (1= kA

BNHDM@EIV:WV-UW@l_h—( h> Sk =A1 =)L —k) oeeerne. 1p

Din cele de mai sus rezultda AM||CN < BN||[DM ... .. 1p

Varianta 2 (cu produs vectorial)

(1) AM||CN & AM x CN = 0
@(E+§J\7>x(@+ﬁfv>zﬁ>
& I@X@ —hﬁxﬁ\f—i—mx@—%mxﬁ:ﬁ
—_—

=0 din AB||CD

— = —  —
& AD x DN + BM x CD + BM K

DN = 0.

X



(2) BN||DM & BN x DM = 0
<:><§5+5fv x (D +ﬁ>4)=ﬁ
(L@Jr@)xﬂh_ﬁ (ﬁ /ﬁ)JrlTme:ﬁ)

@@xBM—l—DNxﬁ—l—DNXW 6)

Punctajul se acorda astfel: start — 1p; cate 4p pentru fiecare set de echivalente; 1p pentru
finalizare.

3. Fie f : R — R o functie care verifica

f <l‘4;2y) < f () 4;2f(y)

pentru orice x,y € R. Aratafi ca:

(a) f<:r+y) < f(iﬁ);f(y)

pentru orice x,y € R;

pentru orice x,y,z € R.

) f (x+y+z) < f($)+fgy)+f(2)

Solutie si barem:
N 1 3 P 1p
(a) Inegalitatea este adevarata pentru x = y. Fie z,y € R cu # < y. Atunci se observa ca
valorile reale

dx+y 2x+y x4ty x+2y x+dy
< < < < < <
6 3 2 3 6

x
impart intervalul [z, y] in 6 subintervale de lungimi egale cu Y iR RS RLIRTERRIRRERPREY 1p

Aplicand ipoteza se obtin inegalitatile:
2z + r+5
2.2x+y T+ 5y 2f( y)—i—f( y>

()| e Ip
(1) =1 xEQZ 5 <2f<x§2y);f(5x§y> ............... 1p
(3)f(5“”;y>=f - +:+y <2f(x)+2($;y) .............................. 1p
(4)f(mz5y)=f i +:-2Fy ng(y)ﬂ;(x";y) .............................. 1p




Insuménd (1) si (2), apoi utilizand (3), (4)
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< w si f <2x;—y) < 2f(x);—f(y)) se obtine (&) ... 2p
Ytz f(x)+2f(y+z)
e A _ rTt+y+z\ T2 2 2
(b) Utilizand (a): f (T) =f — < 3 <
fy) +/(2)
O P g .

4. Trei drepte care trec prin varfurile A, B, respectiv C' ale unui triunghi ABC' intersecteaza
a doua oarda cercul circumscris acestui triunghi in punctele As, By, respectiv Cy si laturile

(BC),(CA), (AB) in punctele Ay, By, respectiv Cy. Aratati ca
AAy, BB, CCs

Ady BBy Cicy o
Solutie gi barem:
N 72 PP 1p
Exprimand puterea punctului A; fata de cercul circumscris in doua moduri rezulta
1) Ady _AA AN 1
( A4, A4 S BA A T p

Din relatia lui Stewart obtinem

AA?.BC = AB*- A,C + AC? - BA; — BA; - A,C - BC, de unde

@) AA? 1o AB? N AC? 0
BA - AC S BOBA T BO A p
Din (1) si (2) cu inegalitatea lui Bergstrom(”CBS in forma Titu Andreescu”) se obtine:

AA, AB? AC? (AB + AC)?
(3) = + > 2p

A1A,  BC-BA, BC-AC BC? , ,

o el BB, (AB+ BC)* . CCy (BC + AC) oo

> >

Scriind inegalitatile analoage BB, = ice si CC, V2 rezulta ca este
suficient sa demonstram (AB + AC)(AB + BC)(BC + AC) > 8BC - AC - AB sau echivalent
(D4 e)(cHa)(@4D0) > 8ABC ..o 2p

Aceastd din urmé inegalitate rezulti inmultind inegalititile b+c > 2vbe, c+a > 2\/ca, a+b >

2\/@ .................................................................................... 2p

Nota: La fiecare problema, orice solutie completa si corecta (alta decat cea propusa in
barem) va fi punctata cu 10p.



Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a X-a

1. Calculati sumele

2k
Sl :Zk’ COS (m) N
2017
2km
Sy =24+43 k? —
2 + kz:: oS (2018)
Solutie si barem: Start ............. .. 1p
Consideram z = cos (2018) + 4 - sin ( 5018 ) Atunci Sy si S5 sunt partile reale ale sumelor
2017
IR
k=1
respectiv
2017
02:24+3-Zk2-zk
k=1
................................................................................................ 2p
Pentru o, avem
2017 2017 2017 017 p 22018
L.k — _ —
Z F=> > A= Z —
k=1 I=k
COSPRIER—2017 2 - 2% —2017(1—2)  2018(2 —1) 2018
B 1—2z B (1 —2)? o (z—1)2 0 z—1
1 1 s T
— 2018 - - 2018 — . (cos (—) s <—)) —
1= cos (25) — i - sin (2%) ~2isin (34 2018/ "M\ 2018
T
:—1009-(1 ¢ ( ))
HRACTIE
Obtinem ca S; = Re(01) = —1009. .. .ot 2p
Pentru o, avem
2017 2017 2017 2017
S I NS W) S
m=1 m=1 k=m
2017 m _ 52018 1 .
N @m-1)- - (=2017 4 20,) = ( 4035 — 2018 - ¢t ( ))
mzl(m A e g )= P9\ 2018
— = (1+i-e ( )) ( 4035 — 2018i - ct ( ))
( HEREACTIE I\ 2018
................................................................................................ 4p
Obtinem



2. Rezolvati ecuatia
3¢ +73 + 279:1: — 327:Jc+1 . 10g3(%+ m)

Solutie gi barem: Start ........ .. 1p
Impartind ambii membrii ai ecuatiei prin 327**!, aceasta devine

2 1
30T L~ — og, (Va4 V27 — x).

3
................................................................................................ 1p
Daci f(z) = 37270472 4 5 8l g(x) = logg(¥/x + v/27 — x), ambele functii sunt 2 —pare, astfel ca
daca x este o solutie a ecuatiei, atunci si 27 — xz este o solutie.............. ... .. ... L 1p

Pe intervalul [0,27] functia f este convexa, fiind compunerea unei functii convexe crescatoare cu o
functie convexa, iar g este concava, fiind compunerea unei functii concave crescatoare cu o functie

COTMCAVEL  + e et ettt et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 2p
Prin urmare, ecuatia poate avea in acest interval cel mult 2 solutii. ............................ 1p
Se observa ca x = 3, gi deci §i x = 24, este solutie. ....... ... .. 1p

Vom arata ca acestea sunt singurele solutii. Datorita simetriei, este suficient sa aratam ca ecuatia
nu are solutii cu x > 27.

Pentru o > 27 avem i f(z) > f(27) =37 4+ 5, .. 1p
respectiv

27 27

g(r) = logy (V' + V27 — 1) = logg 5= R e IR i

e 1p
Rezulta ca ecuatia f(z) = g(x) nu are solutii cu > 27, deci nici cu x < 0. Singurele solutii ale
ecuatiel sunt atunci © = 3 1 & = 24, 1p

n

3. a) Ardtati cd pentru oricen € N, n > 2, existd f : (0,00) — (0,00) cu proprietatea ca f(z) = 2",
(V)z > 0, unde fU = f gi fIFH) = fo fIFM (V)k € N*.

b) Ardtati cd pentru orice n € N, n > 2, existd f : R — R cu proprietatea ci f"(x) = am,
(V) e R.

c¢) Studiati dacd eristd f : C — C cu proprietatea cd (f o f)(z) = 22, (V)z € C.

Solutie si barem: Start .......... .. 1p
a) Pentru o functie putere f : (0,00) — (0,00), f(z) = 2%, avem ca f(z) =" ............. 1p
Functia f : (0,00) — (0,00), f(x) = 2 V" (V)x > 0 are proprietatea c&

P @) = 2™, (V) > 0. 2p
b) Functia f : R — R, f(z) = sgn(z) - |z| V", (V)x € R are proprietatea ca

FI@) = 27, (V) € R, 2p

¢) Aratam ca nu exista o astfel de functie.
Presupunand ca o functie f ar avea proprietatea din enunt, rezulta ca 0 si 1 sunt singurele puncte

fixe ale lui fo f, astfel ca {f(0), f(1)} ={0,1}. .o oo 1p
Fie a = f(—1) si b = f(i). Avem ci f(a) = (f o f)(=1) = 1, astfel ca a*> = (f o f)(a) = f(1),
respectiv f(b) = (fo f)(i) = =1, 51 0% = f(—=1) = e o ovooii 1p

Daca f(1) = 1, rezulta ca a € {—1,1}, si cum f(—1) # —1, rezultd cad a = 1 si atunci b € {—1,1} si
f(b) = 1. Obtinem atunci contradictia —1 = f(b) = 1.
Daca f(1) =0, atunci a = 0 g1 b = 0. Rezulta atunci —1 = f(b) = f(0) = 1, contradictie. ....... 1p



Prin urmare, nu exista functii cu proprietatea din enunt. .......... ... .. 1p

. Fie K = {(a,8,7) € RxR x Rlaw+ g+~ = 1}. Pentru orice triunghi XY Z din plan cu afizele
varfurilor z,y,z € C gi orice A = (o, 8,7) € K numim A\—punct al triunghiului XY Z punctul de afix
a-r+0-y+vy-z.

Fie ABC' un triunghi in plan cu centrul de greutate G st A € K fixat. Fie P A\—punctul triunghiului
ABC, A, € APNBC, B € BPNAC, Cy € CPNAB. De asemenea, fie K A\—punctul triunghiului
ABCy, L A—punctul triunghiului AyBCy si M A\—punctul triunghiului A1 B1C. Aratati ca:

a) Dreptele AK, BL si CM sunt concurente intr-un punct Q, coliniar cu P si G, cu PQ =3 - GQ.
b) Daca Gy este centrul de greutate al triunghiului AyB,Cy, iar Gy centrul de greutate al triunghiului
KLM, atunci Gy este mijlocul segmentului [PGs).

Solutie si barem: Start ........ .. 1p
Vom nota afixul fiecarui punct cu litera mica corespunzatoare literei cu care este notat punctul.

a) Afixele punctelor Ay, By, C} sunt

B-b+~v-c a-a+7vy-c a-a+p-b
ar = —7 fry s =
' B+ ! a+y ! a+f
................................................................................................ 1p
Pentru punctele K, L, M avem
af ay By By
k=a-a+B-by+v-c1=|a+ + -a+ b+ :
frbity-a ( a+y oz—l—ﬂ) a+p a+y
Analog,
g af [l ay
l=a-a1+B-b+v-c1= -a+(5+ )-b+ e
+ 5 B+ a+p B+
si
B of ay By
m=aoa-a+p3-by+vy-c= Y c
+7 B+ Bty a+ty
................................................................................................ 1p
Deoarece numarul complex ¢ dat de
B+ a+y a+f
=27 b .
1= ety vy
are atunci propietatea ca
a—dq q c—q
€ R, € R, € R,
a—Fk b—1 c—m
................................................................................................ 1p
rezultd cd Q@ € AK N BLNCM. ... 1p
In plus, cum afixul centrului de greutate G al triunghiului ABC' are afixul g = “4< rezults cd
p + 2q = 3¢, relatie echivalenta cu g — p = 3(¢ — g), ceea ce demonstreaza relatia enuntata. . .. .. 1p
b) Cum g, = “HHEe g gy = EEgEm,

se verifica prin calcul ca p 4+ g = 2¢;, ceea ce demonstreaza proprietatea enuntata. ............. 3p



Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a XI-a

1. Fie (zp)nen un sir de numere reale astfel incat
. 1
lim (2,11 — x,) = —.

n—oQ

Studiati convergenta sirului ({x,})nen, unde prin {a} s-a notat partea fractionard a numdarului
real a.
Solutie gi barem: Start ......... . 1p

Presupune ca sirul ({z,})nen C [0, 1) este convergent si astfel exista [ € [0, 1] cu lim,,,o{z,} =1
............................................................................................. 2p

Folosind identitatea [z,] = ©, — {z,}, VYn € N, obtine

[Znia] = [#n] = (@1 = 20) = ({01} = {2a}), Y0 e N.

Utilizand relatia de mai sus deduce ca sirul (b,)nen, bn = [Tnt1] — [zn], ¥ € N, este convergent
cu limn%oobn:%—(l—l):% .......................................................... 2p

Observa ca (by)peny C Z i cum lim,, o b, = %, ajunge la o contradictie. Astfel, presupunerea
facuta este falsa si deci sirul ({2, })nen este divergent ........ ... il 3p

2. Eristd matrice A, B € Mons(R) astfel incat A*> + B> = AB gi det(AB — BA) # 07 Justificati

raspunsul.

Solutie si barem: Start ......... . 1p
Presupune ca exista doua matrice A, B € Magis(R) cu proprietatile cerute. Notand € = %,

tinand cont cd €€ = 1, 1 + & = —¢ si utilizdnd relatia A% + B? = AB, obtine succesiv

(A+eB)(A+eB) = A+ B> +EAB+eBA= (1 +8)AB +cBA= —¢(AB - BA) (1)

Utilizand faptul ca det(X - X) = det(X)-det(X) = | det(X)|?> € [0,00) C R, VX € M,,(C), deduce
din relatia (1) urmatoarele

det |[(A+¢eB)(A+eB)| =&*®det(AB — BA) € [0,00) C R

Cum din ipoteza avem det(AB — BA) € R\ {0}, pentru ca 28 det(AB — BA) € [0, ), deduce
cd este necesar ca €201 € R ... L 2p



Utilizand faptul ca e € C \ R este radacina de ordinul trei a unitatii gi cum 3 { 2018, deduce ca
e2018 ¢ C\ R. Astfel concluzioneazi ci presupunerea ficuta este falsi, deci nu existd matrice
A, B € Mapis(R) cu proprietatile cerute .......... ..o 2p

3. Fie A, B € M,(R) astfel incat AAT = BB" = 1I,, si Tr(AB") = n. Ardtati ca A" = B".
Solutie si barem: Start ......... ... 1p

Folosind relatiile AAT = BBT = I,,, deduce

(A-B)(A-B)" =AA" —AB" — BA" + BB" =2I, — (AB" + BA") (1)

Utilizand faptul cd Tr(X) = Tr(X "), VX € M, (R) si proprietatile transpusei, deduce

Tr(BA") =Tr [(BA")"]| =Tr [(AT)"B"] = Tr(AB") (2)

Utilizand proprietatea Tr(X +Y) = Tr(X) + Tr(Y), VX,Y € M,(R), relatia (2) si faptul ca
Tr(ABT) = n, deduce
Tr(AB" + BA") = 2Tr(AB") = 2n (3)

Din relatiile (1) si (3) deduce succesiv

Tr[(A— B)(A—B)"| = Tr(2I,) = Tr(AB" + BAT) =2n—2n =0 (4)

Aratd ci singura matrice X € M, (R) ce verificdk Tr(XX ") = 0 este matricea nula, X = O,,
deduce din relatia (4) ca A— B = O, sifinalizeaza ........... .. ... ... i 3p

4. Determinati toate functiile continue f :[0,00) = R cu f(0) =1 gi

(f(x))* = f(#Vk), Vk € N,Vz > 0.

Solutie gi barem: Start ......... . 1p

Pentru k — 2 gi z — 5 obtine f(z) = <f (\%)

Presupune ca exista xo > 0 astfel incat f(zg) = 0 (pentru zy = 0 avem din ipoteza f(xy) = 1).
Arata inductiv ca

f( il )zO,VnEN, (1)



trece la limita pentru n — oo in (1) si din continuitatea lui f deduce ca f(0) = 0, contrazicand
ipoteza f(0) = 1. Obtine astfel ca f(x) >0, Vx>0

............................................................................................. 2p
Noteaza F : [0,00) — R, F(z) =1In f(z), Vz > 0 si deduce ca
F(zVk) = kF(z), Vk € N,V > 0 (2)
.......................................................................................... 1p
Pentru k — m?, m € N, din relatia (2) obtine
F(mz) = m*F(x), Ym € N,Vz > 0 (3)
........................................................................................ 0.5p
Pentru z — 1 -2, n € N\ {0}, din relatia (3) obtine
m 9 1
F(—az)sz “z), VmeN,¥n e N\ {0},Vz >0 (4)
n n
........................................................................................ 0.5p

Pentru z — 1 -2, n € N\ {0}, din relatia (2) obtine

F <%x) _ %F (%@) W,k € N\ {0}, ¥z > 0 (5)

gi astfel pentru k +— n? n € N\ {0}, din relatia (5) deduce

1 1
.......................................................................................... 1p
Din relatiile (4) si (6) obtine
m m 2
F (71;) - (ﬂ F(z), Ym e N,¥n € N\ {0},Vz >0

si astfel deduce

F(q) = ¢’F(1), Vg € Qy, (7)
unde Q4 = QM [0,00) ittt 1p

Cum pentru orice z > 0 fixat arbitrar, exista un sir (¢, )neny C Q4 astfel incat lim,, . ¢, = x, din
relatia (7) deduce
F(gn) = ¢;F(1), ¥n e N (8)



gi astfel din continuitatea lui /' = Inof, prin trecere la limita pentru n — oo in (8) obtine
F(z) = 2*F(1). Deduce
F(z)=2*F(1), Yz >0

Notand F(1) = ¢ € R, din relatia de mai sus si identitatea f(x) = €@, Vx > 0, obtine
fla) = e, Va2 0,

functie ce verifica ipotezele problemei .......... .. ... . 1p



Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a XII-a

1. Fie (G,0) un grup, iar H o mulfime arbitrard cu proprietatea ca ezista f : G — H, o functie
bijectiva. Demonstrati ca exista o unica lege de compozitie, %, pe H astfel incat (H, ) este un
grup si f este izomorfism de grupuri.

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
Presupunem ca exista f : (H,*) — (G, o) astfel inca t (H,*) este grup si f este izomorfism de
grupuri. Atunci f~!: (G,0) — (H, *) este de asemenea izomorfism si

(V):z:,y cH: fHaxy)=f"(z)o fHy),

de unde
zxy=f(f"H(x)o [T (y)),

prin urmare, daca legea exista ea este UNICA. .. ... i 2p
Rationamentul de mai sus sugereaza definitia legii * pe H:

zxy=f(fNx)of'(y), z,y € H.

Din aceasta definitie rezulta ca x,y € H = xxy € H ... . . .. 2p
Asociativitatea: Fie x,y,z € H. Avem:

walyxz) = wx () o ) = F(F @) obiglr ) o S e ) =

Fie e € G elementul sau neutru si x € H. Atunci
i fle) = f(f @) oe) = f(f (@) ==

si analog f(e) x x = z, ceea ce arata ca f(e) este elementul neutruin H. ................. 1p
Pentru x € H consideram f((f‘l(a:))fl) € H. Avem:

e (@) = 1 @ o (@) ™) = fle)

ceea ce arata ca f((ffl(:v))_l> este simetricul lui x € H, deci H este grup. .............. 1p

Functia bijectiva f este un izomorfism deoarece, pentru orice x,y € GG avem:

Py £ly) = F(FH @) 0 FHF @) = F@Og)oovesoie e 2p

2. a) Demonstrati ca multimile

A = {a+0V2 :a,beZ}
B = {c+dV3 :c,de},

impreuna cu adunarea si inmultirea numerelor reale, sunt inele.



b) Ardtati ca inelele A i B nu sunt izomorfe.

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
a) Se verifica axiomele inelulul ........ .. .. 4p
b) Presupunem ca ar exista un izomorfism de inele f : A — B. In A existd un element o cu
proprietatea o? = 2. Atunci

fla®)=f2)=f1+1)=1+1=2,

deci (f(a)>2 TR TPEPRTRRSPRRN 1p

Dar B nu contine nici un element 8 cu 82 =2 .. ... 1p
Presupunem, prin absurd, ci exista ¢,d € Z cu (¢ + dv/3)? = 2. Atunci

4 3d? 4 2cdV3 = 2.

Rezulta ca cd = 0 si deci ¢ = 0 sau d = 0. Daca ¢ = 0 atunci 3d* = 2, egalitate imposibild in
Z, iar dacd d = 0 atunci ¢ = 2, ¢ € Z. Contradictie. .............. .. ... ..., 3p

3. Se considera functia

1
f:00,27] = R, f(z) = pp——

a) Aratali ca f admite primitive gi cd orice primitiva F' a lui f este strict crescatoare.
2m

b) Calculati /f(x) dx.
0

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
a) Functia f este continua, deci admite primitive ......... ... ... .. .. ... i, 1p

Fie F' o primitiva a lui f. Atunci F'(z) = f(z) > 0, pentru orice z € R, deci F' este strict

CTESCATOATE. .ottt et e e e e e e e e e e e 3p
O primitiva F' a lul f este ... ..o 3p
\% arctan ti;f . xz€l0, )
Fa)=4 % e=n
\% arctan — = + \2/—’% , x € (m, 27
Atunci
2m
[ @)= Fam)-FO) = 2
x)dr = ) — o p
3
J V3

4. Aratati ca




pentru orice x € [0, 2.

Solutie gi barem: Start ......... .

sint
14+t

Definim f : [0, 27] — R, f(x) = /

0
f'(x) < 0, pentru orice z € (m, 27).

Cum f(0) = 0 este suficient sa demonstram ca f(2m) >0 ...,

Avem

fom) = /smt /smt /::I_ltl

B / smt / sin(u + 7r B
N 1+u+w n
t
_ / sin / sin u du —
l4+u+m

1
= / )sintdt>0
1+t 1+4t+n
0

dt =

dt. Avem ca f'(x) > 0, pentru orice z € (0, m) si





