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Editia a XXXI-a, Arad, 31 martie - 2 aprilie 2017

Clasa a V-a

1. Dat m un numar natural nenul, vom nota prin n! produsul 1-2-3-...-n (spre
exemplu, 4! = 1-2-3 -4 = 24). Determinati numerele naturale abc cu a,b,c # 0,
avand proprietatea ca abc = a! + bl + ¢l.

2. Literele A, B,C, D, E, F,G, H si I noteaza numerele naturale de la 1 la 9 intr-o
anumita ordine. Daca

A+B+C=C+D+FE=F+F+G=G+H+1
si suma acestor patru numere egale este cea mai mare posibila, aflati valoarea lui E.

3. Alin are o ascunzatoare secreta in care a strans 35 monede, 38 cartonase cu
fotbalisti si 39 bomboane. Fratele lui mai mic, Cosmin, are propria ascunzatoare
secreta In care strange monede, cartonage cu fotbalisti si bomboane, dar asta nu il
impiedica sa "imprumute” si din lucrurile lui Alin. De fiecare data, Cosmin ia de la
Alin doua obiecte de tipuri diferite (asa incat numarul lor sa nu scada prea repede
si fratele sau sa observe) si pune napoi un obiect de al treilea tip. Dupa o vreme,
Alin 1si viziteaza ascunzatoarea gi constata ca toate obiectele care se mai afla acolo
sunt de acelasi tip. Ce fel de obiecte i-au mai ramas?

4. Din girul numerelor naturale 0,1,2,3,4,5,... se elimina toate numerele care
contin cifrele 3, 6 sau 9. Pe ce pozitie in girul ramas se va afla 20177

Timp de lucru: 3 ore
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Clasa a VI-a

1. Multimea numerelor naturale pozitive se imparte in grupe astfel:
1;2,3;4,5,6;7,8,9,10; 11,12, 13,14, 15; 16, 17, 18, 19, 20, 21; ...

(prima grupa contine primul numaér, a doua urmatoarele doua, a treia urmatoarele
trei, s.a.m.d.). Scriind numerele din fiecare grupa in ordine, unul dupa altul si
fara spatii intre ele, se obtine girul de numere: 1, 23, 456, 78910, 1112131415,
161718192021, ....

a) Cu ce cifra se termina cel de-al 100-lea numar din gir?

b) Care este numarul din sir in care apare pentru prima oara secventa 20177 De
exemplu, secventa 121 apare pentru prima oara in al cincilea numar: 1112131415.

2. Spunem ca un numar natural n este superdivizibil daca se divide cu fiecare din
cifrele sale. De exemplu, 936 este superdivizibil. Notam cu M multimea numerelor
superdivizibile de 6 cifre, care au ultima cifra egala cu 3.

a) Aflati cel mai mic si cel mai mare numar din multimea M.

b) Cate cifre distincte poate avea un numar din M? De exemplu, un numar din
M poate avea doua cifre distincte, deoarece numarul 113133 apartine multimii M
si are doua cifre distincte.

3. Fie A multimea numerelor de 3 cifre abc cu urmitoarea proprietate: cifra a
este egald cu numarul divizorilor de o cifrd ai numérului abe, cifra este b egald cu
numérul divizorilor de doui cifre ai numarului abe, iar cifra ¢ este egald cu numirul
divizorilor de trei cifre ai numéarului abe. De exemplu, numéarul 202 apartine multimii
A (divizorii lui 202 sunt 1, 2, 101 si 202).

a) Cate numere prime contine multimea A7

b) Baronul Miinchhausen afirma ca in multimea A exista numere cu toate cifrele
impare. Decideti (cu justificare) daca baronul are sau nu dreptate.

c) Aflati numerele din A care au toate cifrele pare.

4. Consideram triunghiul ABC in care m(A/B\C') = 30° si m(A/C’\B) = 45°. Media-
toarea laturii [BC] intersecteaza bisectoarea unghiului ABC in P si latura [AB] in
). Demonstrati ca:

a) [C'P este bisectoarea unghiului gC'\Q
b) [BP] = [AC].

Timp de lucru: 3 ore
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1. Aratati, fara a extrage radicalii, ca:
(a) {7V3} > 3
(b) {3v7} > £
(c) [7V3 + 3V7] = 20.
2. Fie p un numar prim si  un numar intreg astfel incat
pla?+a2”+2%+2°+1.
Demonstrati ca cel putin unul dintre numerele
sttt e+l 2V 2’ 41
este divizibil cu p.

3. Fie ABC un triunghi avand lungimile laturilor AB=4, BC=20, AC=17.
Notam cu D piciorul bisectoarei unghiului BAC, cu E mijlocul seg-

mentului AD, cu F intersectia dreptelor AC si BE. Calculati lungimile
segmentelor (BD) si (AF).

4. (a) Consideram un triunghi ABC si fie D un punct pe latura (BC). Se
formeaza astfel 3 triunghiuri: ABC, ABD si ACD. Demonstrati
ca daca cele 3 triunghiuri sunt asemenea intre ele, atunci unghiul
BAC este drept si AD 1 BC.

(b) Consideram un patrulater ABCD si fie O intersectia diagonalelor
sale. Demonstrati ca daca 7 dintre cele 8 triunghiuri formate sunt
asemenea intre ele, atunci toate cele 8 triunghiuri sunt asemenea
intre ele.

Timp de lucru: 3 ore
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Enunturi

Clasa a VIII-a

Subiectul 1 Fie M si N mijloacele muchiilor [BB'], respectiv [C'D], ale cubului
ABCDA'B'C'D'.

a) Aratati ca dreptele A’M si C'N sunt perpendiculare.

b) Daca PQ, cu P € A'M si Q € C'N, este perpendiculara comuna a dreptelor

!/

PM "’

A'M i C'"N, aflati raportul

Subiectul 2 a) Rezolvati ecuatia

A [

b) Determinati multimea valorilor pe care le ia expresia

A S

cand =z > 0.

Subiectul 3 Pe muchiile laterale ale cubului ABCDA'B'C'D’ de latura 2m se
considera punctele Py, Ps, ..., Py; € [AA], Py, Ps, ..., Pogs € [BB'], P3, Pr,..., Py €
[CC') si Py, Py, ..., Py € [DD'] astfel incat d(Py, (ABCD)) = kcm, oricare ar fi
ke{1,2,...,100}.

Cate plane distincte determina cele 100 puncte?

Subiectul 4 Pentru z,y, z € [1, 3] notam E(z,y,z) = zyz+ (4 —z)(4 —y)(4 — z).
a) Demonstrati ca (z —2)(y —2) <1— |z —vy|, Y,y € [1,3].

b) Folosind eventual subpunctul anterior, determinati maximul expresiei F(z,y, z).
c) Aratati ca F(z,y,z) > min{E(z,y,1), E(z,y,3)}, V,y,z € [1,3].

d) Demonstrati ca E(z,y,z) > 12, Vx,y, z € [1,3]. Cand are loc egalitatea?

Timp de lucru: 3 ore
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Subiectul 1

Deoarece 6! = 720, prezenta unei cifre mai mari sau egale cu 6 ar implica abe > 720.
In consecinta, am avea a > 7, fapt imposibil deoarece 7! > 1000. Obtinem deci
G, 0, C S D 3p

Vom avea abc < 5!+ 5! +5! =360, deunde a <3 ........ ... 1p

Daci a, b, c < 4, atunci abe < 4! + 4! + 4! = 72 - nu convine. Prin urmare, cel putin
una dintre cifrele bsicvafiegala cub. ... ... .. 2p
Se analizeaza pe rand cazurile a = 1,b=5;a=1,c=5;a=2,b=5;a =2,c = 5;
a =3,b=>5sia=3,c=05 Se gdseste solutia unicd a = 1,0 = 4,¢ = 5, deci
ADC = LA 3p

Subiectul 2

1 PP 1p
Deoarece numarul A+ B+ C+C+D+FE+FE+F+ G+ G+ H+ 1 este suma a
patru numere naturale egale, el va fi multiplude 4. ......... ... ... ... ... .. 1p

Avem A+ B+ C+C+D+E+E+F+G+G+H+1=45+C+E+G. 2p
Valoarea maxima a sumei se atinge pentru C, FE si G fiind 6, 8 i 9, deci A+ B+C =
C+D+E=FE4+F+G=G+HA+T=17T ... . 3p
Daca C' =6 rezulta E 4+ G =17, deci F' =0 - nu convine. ..................... 1p
Daca C =8rezulta E =6, G=9,deci D=3, F =2 1A+ B=9 H+1=38
(configuratie care se poate obtine de exemplu cu A=4,B=5 H=1,1=7). ..1p
Daca C =9 rezulta E =6, G =8,deci D=2, F=3,§iA+B=8 H+1=9
(configuratie care se poate obtine cu A=1,B=7H=4,1=5). .............. 1p

Subiectul 3

Fie m numarul de monede, ¢ numarul de cartonase si b numarul de bomboane aflate
la un moment dat in ascunzatoare. Initial, m +¢c¢ =73, m+b="74, c+b="T7 .2p

La fiecare vizita, una din aceste sume scade cu 2, in timp ce celelalte doua nu se
MOAIICA. .. 4p

Deoarece m + ¢ si ¢+ b sunt impare, singura suma care poate ajunge la 0 dupa mai
multi pasi este m + b, deci Alin va mai avea in final doar cartonasge cu fotbalisti. 3p



Solutie alternativa:

Daca la un moment dat Alin are un numar par de obiecte de un anumit tip, dupa
urmatoarea vizita numarul acestor obiecte va fi impar §i viceversa. ............ 3p

Dupa efectuarea unui anumit numar de vizite, sau m si b vor fi pare si ¢ impar, sau
m §i b vor fi iImpare §i ¢ PAT. .. ... 3p

Situatia ca doua dintre numerele m, c si b sa fie simultan 0 se poate obtine doar
daca acestea sunt m gi b, deci ¢ va fi impar gi prin urmare nenul. .............. 3p

Subiectul 4

T PP 1p
In cazul numerelor de cel mult trei cifre din sir exista cate 7 posibilitati pentru cifra
unitatilor, zecilor si sutelor, deci vom avea 72 = 343 astfel de numere............ 4p
Deducem ca in gir se vor afla 343 numere de patru cifre cu cifra miilor 1. ...... 2p
Intre 2000 si 2017 inclusiv mai sunt inca 13 numere cu proprietatea ceruta. ....2p
Prin urmare, 2017 se va afla pe pozitia 2-343 4+ 13 =699. ..................... 1p

Nota: La fiecare subiect, o solutie corecta (alta decat cea propusa in barem), va fi
punctata cu 10 p.
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Clasa a VI-a

Subiectul 1

a) Se cere de fapt ultima cifra a celui de-al (14-24...4-100)-lea numar natural. Cum
14+24...4100 = 5050, aceasta cifra este 0............ ... i .. 3p

b) Secventa 2017 nu se poate obtine dintr-un numar terminat in 2, urmat de unul
unul care incepe cu 017, deci vom cauta numere din sir care contin o succesiune
dintre un numar care se termina in 20 si unul care incepe cu 17. Prima astfel de
succesiune este 1720, 1721 ... 3p

Deoarece 1 +24 ... +58 =1711si 1 +2+ ...+ 59 = 1770, succesiunea 1720, 1721
face parte din cel de-al 59-lea numar din gir. Raspuns: secventa 2017 apare pentru
prima oara In numarul 17121713...17201721...1770 (care este al 59-lea numar din

1) 3p

Subiectul 2

a) Numerele din M sunt impare, deci nu au niciun divizor par si deoarece sunt
superdivizibile, toate cifrele lor sunt impare. De asemenea, ele nu contin cifra 5,
deoarece nu se divid CU D. .. ..o 1p

Cel mai mare numar din M are la inceput cifre de 9, si nu se poate ca primele sale
5 cifre sa fie 9 (999993 nu se divide cu 9). El nu poate incepe nici cu 4 cifre de 9
deoarece in caz contrar, notand cu z cifra ramasa, ar trebui ca 3 + x sa se divida
cu 9, deci z = 6, ceea ce am vazut ca nu se poate. Numerele din M care incep cu
trei de 9 nu contin cifra 7 (in caz contrar, notand cu z cifra ramasa, ar trebui ca
10 + x sa se divida cu 9, deci x = 8, imposibil). Cum 999333 apartine multimii M,
deducem ca cel mai mare element al acestei multimi este 999333................ 1p

In mod aseménitor obtinem si cel mai mic numar din M: 111333. ............. 1p

b) Am vazut ca un numar din M are toate cifrele impare si nu contine cifra 5, deci
are cel mult 4 cifre distincte. Asadar, numerele din M pot avea eventual una, doua,
trei sau patru cifre distincte. ... ... 1p

In M existd numere cu o cifrg si cu doua cifre distincte, de exemplu 333333 si
S 5 2 P 1p

In M existd si numere cu trei cifre distincte, de exemplu 911133................ 1p



Numerele din M cu patru cifre distincte contin toate cifrele 1, 3, 7, 9. Daca n =
abcded este un asemenea numar, atunci trei dintre cifrele a, b, ¢, d, e sunt 1, 7, 9. Sa
notam cu z,y celelalte doua cifre. Atunci x si y se afla printre cifrele 1, 3, 7, 9 si
inplus 1 +7+9+ 3+ 2+ y se divide cu 9, deoarece n se divide cu 9. Rezulta ca
r+y="T7saux+y =16, de unde obtinem ca {z,y} = {7,9}, deci n are doua cifre
de 9, doua cifre de 7, o cifra 1 i o cifra (ultima) 3......... ... ... 2p

Deoarece putem aranja cele gase cifre astfel in cat sa obtinem un multiplu de 7 (de
exemplu, numarul 979713 se divide cu 7), rezulta ca in M exista gi numere cu patru
cifre distinete . ... ... 1p

Remarca. Pentru ultima parte a solutiei este util urmatorul criteriu de divizibilitate
cu 7, 11 sau 13, bazat pe egalitatea 1001 = 7-11-13: abedef se divide cu 7 (11, 13)
daca si numai daca abc — def se divide cu 7 (11, 13).

Subiectul 3

a) Un numar prim are doar divizori improprii, deci multimea 4 poate contine cel
mult un numar prim p, pe 101 (prima cifra este 1, deoarece 1 este singurul divizor
de o cifra al lui p, a doua cifra este 0, deoarece p nu are divizori de doua cifre, iar a
treia cifra este 1, deoarece p este singurul divizor de trei cifre al sau.) .......... 1p

Deoarece 101 este prim, deducem ca A contine un singur numéar prim. ......... 1p

b) Vom arata ca multimea A nu contine numere cu toate cifrele impare, deci baronul
nu are dreptate. Observam mai intai ca daca abc apartine multimii A, atunci el are
A+ b4 cdiVIZOTL. ... 1p

Daci abc € A are toate cifrele impare, atunci a + b + ¢ este impar, deci abc este
patrat perfect (are un numar impar de divizori). .......... ... ..o 1p

In plus, prima cifrd a lui abe este cel mult 5, deoarece divizorii de o cifrd ai lui abe
se afla printre numerele 1, 3, 5, 7, 9. Insi niciunul dintre patratele perfecte impare
de trei cifre mai mici decat 600 nu are toate cifrele impare: 112 = 121, 132 = 169,
15% = 225, 172 = 289, 19? = 361, 21? = 441, 23? = 529. (De fapt, penultima cifra a
oricarui patrat perfect impar este intotdeauna paral) .......................... 1p

c¢) Daci abc € A, atunci ¢ > 1 (abc este un divizor de trei cifre al lui abc) si ¢ < a,
deoarece fiecarui divizor d de trei cifre al lui abc ii corespunde divizorul %3, care
are o singurd cifrd. De asemenea, un numar abc € A nu poate incepe cu cifra 8,
deoarece atunci cei 8 divizori de o cifra ai sai sunt 1, 2, 3,4, 6, 7, 8 5i 9, deci el s-ar
divide cu 23 - 32 -7 = 504, ceea ce este imposibil. Asadar daci abc are toate cifrele
pare, atunci a € {2,4,6}, c€{2,4,6} sic<a ... 1p

Dacé a = 2, atunci ¢ = 2, iar abc trebuie cautat printre numerele 202, 242, 262 (am
exclus numerele 222 si 282, deoarece se divid cu 3, pe cand cei doi divizori de o cifra
ai lui abc sunt 1 si 2). Stim c& numirul 202 este bun. Numerele 242 = 2 - 112 si
262 = 2 - 131 nu apartin multimii A: primul nu are decat 2 divizori de doua cifre,
iar al doilea nu are niciun divizor de doua cifre. .............. ... ... ... 1p

Daci a = 6, atunci 3 se afla printre cei sase divizori de o cifra a lui abe. Rezulta ci
a+b+c=12sau a+ b+ ¢ = 18, deci trebuie sa verificam numerele 606, 624, 642,
666 si 684. Niciunul dintre ele nu apartine insa multimii A: 606 = 2 -3 - 101 nu are



decat 4 divizori de o cifrd (sau are doar 8 divizori), 624 = 243 - 13 are mai mult de
doi divizori de doua cifre (sau are 20 divizori), 666 = 2 - 32 - 37 are 5 divizori de o
cifrd (sau are doar 12 divizori) 684 = 2% - 3% - 19 are 7 divizori de doua cifre. ... 1p
Daci a = 4, atunci ¢ = 2 sau ¢ = 4, iar printre divizorii de o cifri ai lui abc se afla
sau 3 sau 4 (in caz contrar ar lipsi 0, 3, 4, 5, 6, 8 si 9) deci avem de verificat doar
numerele: 402, 462, 404, 424, 444, 464, 484. Cum 402 = 2 - 3 - 67 are cel putin un
divizor de doud cifre, 462 = 2-3 -7 - 11 are 5 divizori de o cifra, 404 = 22 - 101 nu
are decat 3 divizori de o cifra, 424 = 23 - 53 nu are decat un divizor de dous cifre,
444 = 2% .3 - 37 are 5 divizori de o cifra, 464 = 2* - 29 are doar 3 divizori de doua
cifre, 484 = 22 - 112 are doar 3 divizori de o cifra, niciunul dintre aceste numere nu
se afla N A o 1p

Asgadar singurul numar din A cu toate cifrele pare este 202.

Subiectul 4

a) Notam cu M mijlocul laturii [BC]. Din ABQM = ACQM (CC) rezulta ca

B/QT/[ = C/QT/[ , deci [QM este bisectoare in triunghiul BQC. Rezulta ca punctul
P este intersectia a doua dintre bisectoarele triunghiului BQC', deci este punctul de
intersectie a bisectoarelor acestui triunghi, de unde deducem ca [C'P este bisectoarea
unghiului C' al triunghiului BCQ. ... ... 3p

Alternativ, se demonstreaza ca PBM = PCM si m = Q/CTJ (din APBM =
APCM i AQBM = AQCM sau folosind triunghiurile isoscele BPC' si BQC),
deci toate cele patru unghiuri, QBP, PBM, MCP si PC(@) sunt congruente. ..3p

b) Deoarece triunghiul Q BM este dreptunghic rezulta ca masura unghiului BQM

et B0, 1p
Deoarece [QM este bisectoarea unghiului @ al triunghiului BQC), rezulta ca m(]\TQ\C’ ) =
60°, deci m(BQM) = m(MQC) = m(CQA) =60°. ... .. Ip
Din punctul a) deducem ca m(PCM) = m(PCQ) = 15°, deci m(PCQ) = m(QCA) =
LB 2p
Rezulta ca triunghiurile PQC i AQC sunt congruente (ULU), deci AC' = PC, si
cum PC = BP obtinem ca BP = AC. ... . . 2p

(Alternativ, AQBP = AQCA (ULU).)

Consecinta. Intr-un triunghi dreptunghic cu un unghi de 30°, lungimea bisectoarei
unghiului de 30° este de doua ori mai mare decat lungimea bisectoarei unghiului
drept.

Nota: La fiecare subiect, o solutie corecta (alta decat cea propusa in barem), va fi
punctata cu 10 p.
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Clasa a VII - a

Subiectul 1

N 1 3 1p

TV3=V14T € (12,13) 1p

deci [Tv/3] = 12 oo 1p
147 — 144

§i{7V3} =TV3-12=147 - 12 = ‘ 5 3o 1p

> =
V147 +12 7 13412 25
VT = V63 € (T,8) oo 1p

dect [3v/ 7] = T oo 1p
64 — 63 1 14
i {(3VT}=3VT-T=1-8-3VT)=1—- ——>1———=—..2
si {3V7} =3V7 (8 —3V7) S+ 763 577 =15 P
79 3 14

20<12+7+%:12+2—5+7+1—5<7\/§+3\/7<13+8:21, ..... 1p
deci [Tv/3 +3VT] =20, . 1p
Subiectul 2

N L7 P 1p

pla? 42428+ 2341 = (23) 4 (23)3 4+ (23) + 28 +1 = (wms_1 ol =
(x®—1)((x®)2+25+1) _ (z*+2d+a?+a+1)(20425+1) 6
@) PEEml e p

deci p divide cel putin unul dintre factorii numaratorului. .............. 3p

Subiectul 3



Din teorema bisectoarei obtinem succesiv

BD AB BD AB BD_AB-BC_SO
DC AC’ BD+DC AB+ AC’ - AB+ AC 21

......................................................................... 3p
Aplicam teorema lui Menelaos triunghiului ADC' si transversalei BF":
AE DB CF _q
ED BC FA
......................................................................... 2p
de unde rezulta succesiv
AF _BD 5 4 AR 4. 68
FC BC 20 217 AF+FC 25° 25
......................................................................... 4p
Subiectul 4
N 72 P 1p

Fiind unghi exterior triunghiului ABD, unghiul ADC nu poate fi congruent
nici cu unghiul ABD, nici cu unghiul BAD. Raméane doar posibilitatea

ADC = ADB, adici AD L BC. ...\ 2
Toate cele 3 triunghiuri sunt deci dreptunghice, iar singurul unghi al tri-
unghiului ABC' care poate fi drept este BAC. ........... ... .. ... ... 2p

Triunghiurile AOB, BOC, COD si DOA le numim "mici”, iar triunghiurile
ABC, ACD, ABD si BC'D le numim "mari”. Cele 7 triunghiuri asemenea
intre ele sunt sau 4 "mici” si 3 "mari” (cazul i.), sau 3 "mici” si 4 "mari”
(CazZUL 1., o 1p

Putem presupune ca cele 3 triunghiuri ”mari” asemenea sunt ABC, AC'D si
ABD. Aplicand fiecaruia concluzia de la punctul (a) rezulta ca patrulaterul
ABCD are 3 unghiuri drepte si diagonalele perpendiculare, deci este un
patrat. Toate cele 8 triunghiuri formate sunt asemenea, fiind dreptunghice
ISOSCELE. . ..o 2p

Putem presupune ca cele 3 triunghiuri ”mici” asemenea sunt AOB, BOC
si COD. Aplicand triunghiurilor ABC si BC'D concluzia de la punctul

2



(a) rezultd ci patrulaterul ABCD are doud unghiuri drepte (B si C) si
diagonalele perpendiculare.

Triunghiul ABD este si el dreptunghic, cu unghiurile ABD i ADB
ascutite (fiecare dintre acestea face parte dintr-un triunghi ”mic” dreptunghic),
deci neaparat unghiul A al patrulaterului este drept. Patrulaterul ABC'D
este astfel un patrat si cle 8 triunghiuri formate sunt toate asemenea. ... 2p

Nota: La fiecare subiect, o solutie corecta (alta decét cea propusa in barem),
va fi punctata cu 10 p.
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Barem de corectare

Clasa a VIII-a

Subiectul 1 Fie M si N mijloacele muchiilor [BB'], respectiv [C'D], ale cubului
ABCDA'B'C'D'.

a) Aratati ca dreptele A’M i C'N sunt perpendiculare.

b) Daca PQ, cu P € A'M si Q € C'N, este perpendiculara comuna a dreptelor

!/

A'M i C'"N, aflati raportul
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a) Fie M’ mijlocul lui [CC']. Atunci A’MM'D’ este dreptunghi. ............... 2p

Este suficient atunci sa demonstram ca C'N 1 D'M’. Acest lucru rezulta din
congruenta triunghiurilor D'C'M’ gi C'"CN (CC). Atunci m(<NC'D’) = 90° —
m(<NC'C) = 90° — m(<C'D'M’), de unde concluzia. ........................ 2p
b) Fie {Q} = D'M'NC'N si P € (A'M) astfel incat A’P = D'Q). Evident, A'D'QP
este dreptunghi, deci PQ || A’D’, adica PQ) L (CDD'C’"). Deducem ca PQ) L C'N
si PQ L D'M’, deci PQQ 1. A’M. Prin urmare, PQ este perpendiculara comuna a
dreptelor A'M i C/IN. oo 2p

D’ c'D 2
Daca {R} = CD N D'M', avem CR = C'D’, deci ¢ = =

OR NE 3 Obtinem ca
DQ 2 DQ 4 AP DQ
“PM T oM T

D'R 5 DM 5




Subiectul 2 a) Rezolvati ecuatia

=5 5 2 5

b) Determinati multimea valorilor pe care le ia expresia

A

cand =z > 0.
k k%
N 172 P 1p
R |+ . )
a) Daca [51 =k € N, atunci {T} =k + 1, deci fiecare din numerele
1 2 3 4
i , Tt , Tt , Tt esteegalcu ksaucu k+1. ............. 2p
5 5 5 5
Atunci suma data va fi egala cu 6k + 1, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4 sau 6k + 5. ..... 2p
Cum 2017 =6-336+ 1, rezultaca bk =336 ...... ... 1p
4 4 5
dar si faptul ca {%} = k = 336, deci Tt < 337 < T . Deducem ca
x € [1680,1681). Orice x din acest interval satisface conditia din enunt. ....... 2p

b) Din cele de mai sus se vede ca valorile care se obtin sunt numere naturale nedi-
vizibile cu 6.

Pe de alta parte toate aceste numere se obtin:

Daca z = 5n, n € N, expresia este 6n + 1; daca x = 5n + 1, expresia este 6n + 2,
s.a.m.d., daca x = b5n + 4, expresia este 6n +5. ... 2p

Subiectul 3 Pe muchiile laterale ale cubului ABCDA'B'C'D’ de latura 2m se
considera punctele Py, Ps, ..., Py; € [AA], Py, Ps, ..., Pogs € [BB'], P3, Pr,..., Py €
[CC') si Py, Py, ..., Py € [DD'] astfel incat d(Py, (ABCD)) = kcm, oricare ar fi
ke{1,2,...,100}.

Cate plane distincte determina cele 100 puncte?

Andrei Eckstein

1 PP 1p
Un plan este determinat de trei puncte necoliniare. Daca doua dintre cele trei puncte
de afla pe o aceeasi muchie gi un al treilea se afla pe o alta muchie, cele trei puncte
determina fie una dintre fete, fie unul dintre cele doua plane diagonale verticale.

Obtinem 6 asemenea plane. ......... ... .. 2p
Mai raman planele determinate de trei puncte apartinand unor muchii diferite.

Exista 25 - 25 - 25 -4 = 62500 asemenea plane. ........... ... ... .. 1p
Putem alege cele trei muchi pe care se afla punctele in 4 moduri, iar fiecare punct
de pe respectiva muchie in cate 25 de moduri. ........... ... .. ... L 2p

Mai ramane sa demonstram ca toate aceste plane sunt distincte. ............... 1p



Presupunand ca punctele P, € [AA], P, € [BB'], P. € [CC'| si P, € [DD'] ar fi
coplanare, daca notam cu {O} = ACN BD si cu O intersectia perpendicularei in O
pe planul (ABCD) cu planul (P, P, P.Py), atunci [OO'] este linie mijlocie in trapezele
AP,P.C' si BP,P;D, deci 200" = AP, + CP. = BP, + DP,, deci a + ¢ = b+ d.
Dara =1 (mod 4), b =2 (mod 4), c =3 (mod 4), d =0 (mod 4), decia+c=0
(mod 4), iar b+ d =2 (mod 4), prin urmare egalitatea a + ¢ = b+ d nu poate avea
loc, deci punctele nu pot fi coplanare. ....... ... ... 3p

Subiectul 4 Pentru z,y, z € [1, 3] notam E(z,y,z) = zyz+ (4 —z)(4 —y)(4 — z).
a) Demonstrati ca (z —2)(y —2) <1— |z —vy|, Va,y € [1,3].

b) Folosind eventual subpunctul anterior, determinati maximul expresiei F(z,y, z).
c) Aratati ca F(z,y,z) > min{E(z,y,1), E(z,y,3)}, V,y,z € [1,3].

d) Demonstrati ca E(z,y,z) > 12, Vx,y, z € [1,3]. Cand are loc egalitatea?

prelucrare Andrei Eckstein

1 PP 1p
a) Datorita simetriei, putem presupune x < y. Inegalitatea de demonstrat devine
xy—y—3x+3 <0, adica (z—1)(y—3) <0, ceea ce este adevarat deoarece z—1 > 0
1Y — 3 S 0. o 1p
b) Avem (x — 2)(y —2) < 1 — |z —y| < 1 i, analog, (y — 2)(z — 2)

(z—2)(x—2) < 1. Adunand aceste relatii obtinem ca zy+yz+zx—4(z+y+=2)

|/\|/\

Dar E(z,y,2) = 4lzy+yz+ 20 —4(x +y+2)] +64 <4-(-9)+64 =28 ..... Ip
Pe de alta parte, pentru x = y = z = 1 (sau x = y = z = 3) aceasta valoare chiar se
atinge, deci maximul cautat este 28. ... ... .. 1p
c) Avem E(z,y,z)—E(x,y,1) =zy(z—1)+(4—2)(d—y)(1—2) =4(z—1)(z+y—4)
si B(x,y,2) — E(z,y,3) =2y(z —3)+ (4 —2)d—y)3—2) =4(z = 3)(z+y —4).
Daca x4y > 4, atunci E(x,y, z) > E(z,y,1), iar daca z+y < 4, atunci E(x,y, z) >
B, Y, 3) . et 1p
d) Avem succesiv: E(z,y,z) > min{F(z,y,1), E(x,y,3)} >

min{E(z,1,1), E(x,3,1), E(z,1,3), E(z,3,3)} > min{F(1,1,1), £(3,1,1),
E(1,3,1), E(3,3,1), E(1,1,3), E(3,1,3), E(1,3,3), E(3,3,3)} = min{28, 12} = 12.

Egalitate in inegalitatea de la c¢) avem daca z = 1, z = 3 sau daca = + y = 4.
In final, egalitate avem daca una din variabile este egala cu 1, iar o a doua este egala
cu 3. (A treia variabila poate lua orice valoare.) .............. .. ... L 2p

Nota: La fiecare subiect, o solutie corecta (alta decat cea propusa in barem), va fi
punctata cu 10 p.





