UNIVERSITATEA DE VEST DIN TIMISOARA INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN HUNEDOARA

Concursul Interjudetean de Matematica Memorialul ” Traian Lalescu”
Editia a XXX-a, Deva, 25 - 27 martie 2016

Clasa a IX-a

1. Fie (x,)n>1 un gir de numere naturale definit prin z; = 1, z = 30 si
Tp1o = restul impartirii numarului (262,41 + 3x,) prin 2016.

Aratati ca:

a) x, este multiplu de 3 pentru orice n > 2.

b) exista doua numere naturale nenule k si p astfel incat z,, = x,,4, pentru orice n > k.
c) numerele k gi p satisfac conditiile: k # 1, iar p este par.

2. Se considera expresia E(u,v,w) = u? + v +w* — 2u?v? — 2u2w? — 2v*w? + 4uvw(u+ v +w), un numar
real pozitiv a > 0 fixat gi multimea A = {(u,v,w) € R x R x R|u? + v? + w? = a?}. Determinati
numarul M = max{E(u,v,w)|(u,v,w) € A}, precum si toate tripletele (u,v,w) € A, pentru care
E(u,v,w) = M.

3. Fie ABC un triunghi, G centrul sau de greutate, I centrul cercului sau inscris, O centrul cercului
sau circumscris, iar D € (BC'), E € (CA) si F € (AB) punctele de contact cu laturile triunghiului
ale cercurilor exinscrise.

a) Aratati ca dreptele AD, BE si C'F sunt concurente intr-un punct N.
b) Aratati ca

(a+b+c)PN=(-a+b+c)PA+ (a—b+c)PB+ (a+b—c)PC,

pentru orice punct P din planul triunghiului.
c¢) Aratati ca punctele G, I si N sunt coliniare.
d) Determinati distanta dintre punctele O si N.

4. Intr-un triunghi ascutitunghic ABC se considerd picioarele inaltimilor 4, € BC, B, € CA si
C7 € AB. Prin varfurile triunghiului se duc dreptele [, m,n, astfel incat A € I, B € m, C € n si
I L BiCy, m L CiA;, n L AB;. Aratati ca dreptele [, m,n sunt concurente.

Timp de lucru: 3 ore
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Clasa a X-a

. . c v . o o . T
1. Fie U o multime nevida de numere complexe nenule cu proprietatea ca daca z,y € U, atunci — € U.
Y

(a) Aratati cd daci x,y € U, atunci zy € U.

(b) Aratati ca daca U are 2016 elemente, atunci U este multimea radéacinilor de ordinul 2016 ale unitatii.

2. Aratati cd daca pentru orice punct M din planul unui patrulater convex ABC'D are loc inegalitatea
MA? 4+ MC? > MB? + MD?, atunci patrulaterul ABCD este paralelogram si AC > BD.

3. Aratati ca:
(a) Functia cosinus hiperbolic pozitiv, coshy : [0,00) — [1, 00),
def e” + €77
5
este strict crescitoare, inversabild si cd inversa acesteia este functia notata arccoshy : [1,00) —
[0, 00),

coshy () Yz € [0, 00)

arccoshy (y) = In (y +Vy?:— 1) , Yy el o00).
(b) Pentru orice y > 1 avem 16y° — 20y> + 5y > 1 si are loc egalitatea
5 - arccoshy (y) = arccosh (16y5 — 2093 + 5y) .

4. Fie I, J intervale si o functie f : I — R. Functia f se numeste convezd (respectiv concavd) pe I daca
pentru orice z,y € I,z # y si pentru orice ¢ € (0,1) avem f(tz+ (1 —t)y) < tf(z)+ (1 —1)f(y) (respectiv
flxz+(1—-t)y) > tf(x)+(1—1t)f(y)). Dacd in definitia de mai sus inegalitétile sunt stricte, atunci functia
f se numeste strict convexd (respectiv strict concavd,).

(a) Utilizand eventual inegalitatea lui Bernoulli: ”Pentru orice s > —1 gi pentru orice 0 < r < 1 are loc
(14s)" < 1+47rs, cu egalitate dacd gi numai dacd s = 0” ardtati ca functia logaritm In : (0,00) — R
este strict concava.

(b) Aratati ca daci o functie f : I — J este strict concava (respectiv strict convexd), strict crescitoare si
inversabild, atunci inversa lui f este o functie strict convexa (respectiv strict concavi). Demonstrati
cd functia exponentiald e”, respectiv functia coshy sunt strict convexe pe R si respectiv pe [0, 00).

(c) Aratati cd daca a,b € R gi daca functia f : I — R este strict concava (sau strict convexd) pe I,
atunci ecuatia f(z) = ax + b are cel mult doud solutii in intervalul I.

(d) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

T+ x271:(2+\/§)

z—1

Timp de lucru: 3 ore
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Enunturi

Clasa a XI-a

1. Fie A, B € M, (R) cu proprietatea ca AB = BA. Sa se arate ca

det(2A4? +2B* —2A — 2B+ I,,) > 0.

2. Fie A, B € My(C) cu proprietatile ¢tr(A) = tr(B) = 0 i A> + B> = AB + BA.
Fie ¢ € C\ R astfel incat €3 = 1. Aratati ca

det(A + B) =2 [e*det(A + eB) + e det(A + £°B)] .

3. Se considera sirul (z,,),>; dat de

1
Tpi1=24+—, YneNn>1

n

si x1 = 1. Studiati convergenta sirului (x,),>1 si determinati lim z,,.
- n—oo

4. Se considera girul

X n

Tns1 =30 ypeN, n>1,

Tr1 = 24.

(i) Sa se arate ca sirul (x,),>1 este convergent si sa se calculeze lim z,.
- n—oo

(ii) Sa se calculeze

lim 20D i lim (n + 1)z, — 1).

n—o0 n—0o0

Timp de lucru: 3 ore
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Clasa a XII-a

1. a) Aratati ca functia f : [0,27] — R, f(x)
strict crescatoare.

= sz admite primitive si orice primitiva a sa este

2w
b) Calculati / f(z)dx.
0

ML

2. Fie (A, +,-) un inel pe care definim operatia ”*” prin:
axb=a+0b—ab,Va,b e A,

§imu1§imeaG:{a€A ‘ EI:CEA:a*x::U*a:O}.
Aratati ca (G, ) este un grup.

3. a) Demonstrati ca exista o unica functie f : [0, +00) — R cu proprietatea:
z = f(x)e/@ V>0

b) Aratati ca f este continua.
c) Aratati ca f este derivabila.

d) Calculati: /e f(z)dx.
0

0

4. Pe multimea G = R* x R se defineste legea de compozitie ”o” prin:
(a,b) o (c,d) = (ac , bc+d).

a) Demonstrati ca (G, o) este grup necomutativ.
b) Aratati ca in G exista o infinitate de elemente de ordinul 2. Exista in G elemente de ordinul 37

Nota: Timp de lucru 3 ore.



Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a IX-a

1. Fie (x,)n>1 un sir de numere naturale definit prin x; =1, x5 = 30 i
Tpio = restul impartirii numdarului (26x,1 + 3x,) prin 2016.

Aratati ca:

a) x, este multiplu de 3 pentru orice n > 2.

b) exista doud numere naturale nenule k si p astfel incat x,, = xny, pentru orice n > k.

c) numerele k gi p satisfac conditiile: k # 1, iar p este par.

Solutie si barem: Start .......... .. 1p
a) arata ca 3|rs = 753 i apoi ca daca 3|z, $i 3|z,41, atunci 3|x, .2, de unde rezulta proprietatea 2p
b) deoarece (z,,z,11) € {0,1,...,2015} x {0,1,...,2015} pentru orice n > 1 si |[N| = co > 20162,

rezultd ca exista k,l € Ncu k <[ gi k ¢i [ minime, astfel incat (zy, vp11) = (1, T141) «vovnvnnn.. 2p
aratd prin inductie ca pentru p = [ — k are loc z,, = T,,4p pentruoricen >k ............. .. ..., 2p
¢) arata prin inductie ca xg, = M9+ 3 §i X911 = M9+ 6 pentruoricen >1 .................. 2p
de unde deduce ca k £ 1, 1ar p €Ste PAr. ... ..ottt 1p

2. Se considerd expresia E(u,v,w) = u* +v* +w* — 2u?v? — 2uw? — 20*w? + duvw(u+v+w), un numdr
real pozitiv a > 0 fizat $i multimea A = {(u,v,w) € R x R x R|u? + v? + w? = a®}. Determinati
numdrul M = max{E(u,v,w)|(u,v,w) € A}, precum gi toate tripletele (u,v,w) € A, pentru care

E(u,v,w) = M.

Solutie gi barem: Start .......... 1p
scrie expresia sub forma E(u,v,w) = (3 u2)? — 23 (uv —uw)? ... 3p
astfel ca E(u,v,w) < (u? + v* + w?)?, cu egalitate daca si numai dacad uv = vw =vw .......... 2p
prin urmare M = at ... 2p

si tripletele din A pentru care se atinge maximul sunt i\/ig(a, a,a) si (+a,0,0),(0,+a,0),(0,0,+a) 2p

3. Fie ABC un triunghi, G centrul sau de greutate, I centrul cercului sdau inscris, O centrul cercului
sau circumscris, iar D € (BC), E € (CA) si F' € (AB) punctele de contact cu laturile triunghiului
ale cercurilor exinscrise.

a) Ardatati ca dreptele AD, BE si CF sunt concurente intr-un punct N.
b) Aratati ca

(a+b+c)PN = (—a+b+c)PA+(a—b+c)PB+ (a+b—c)PC,

pentru orice punct P din planul triunghiulus.
c) Aratati ca punctele G, I si N sunt coliniare.
d) Determinati distanta dintre punctele O gi N.

Solutie si barem: Start .......... .. 1p
a) Observa ca BD = p—c¢, CD = p — b si analoagele, si aplica reciproca teoremei lui Ceva, obtinand
CONCUTENTA CEITULA ...ttt e e e e e e e e 2p

b) Deoarece punctele D, | F' au coordonatele baricentrice omogene D(0:p—b:p—c¢), E(p—a:0:
p—c),resp. F(p—a:p—>b:0), punctul N va avea coordonatele N(p —a : p—b:p—c), proprietate

echivalenta cu cea ceruta .......... ... ..o 2p
¢) aratd cA 2GI + GN = GA+GB + GO =0 . .oooi 1p
si deduce ca punctele G, I, N sunt coliniare ........... ... .. . i 1p

d) folosind b), aratd cdA ON? = R? — ARr + 412 o 2p



si deduce, folosind inegalitatea R > 2r, cAa ON = R — 2r ... 1p

Intr-un triunghi ascutitunghic ABC' se considerd picioarele indlfimilor Ay € BC, By € CA i
C1 € AB. Prin varfurile triunghiului se duc dreptele [, m,n, astfel incat A € I, B € m, C € n si
I L BiCy, m L Ci{A, n L AiBy. Ardtati cd dreptele [, m,n sunt concurente.

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
Considera centrul O al cercului circumscris triunghiului ABC ....... .. ... ... . .. .. .. .. .. 1p
onserva ca B;( este antiparalela cu BC' in raport cu unghiul BAC .. o 2p
si deduce ca By este paralela cu tangenta in A la cercul circumscria ......................... 3p
deduce CA O € 1 ..o 2p

analog O € m gi O € n, astfel ca dreptele [, m,n sunt concurente in O. ......................... 1p
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Barem de corectare

Clasa a X-a
Subiectul 1
1 i PP 1p
x
(a) Dinz=gyeUdeduce — =1 EU ... i 1p
1
Din 1,z € U deduce — = 271 € U .o oo e 2p
x
x
Din z,y € U deduce z,y~! € U, apoi T =ay €U o 2p
Y
(b) Considerda U = {x1,2a,...,%2016} $i x € U arbitrar; afirmd ci zyx1,xp2a,. .., TpLa016 sunt distincte si
elemente ale lui U, de unde deduce U = {x1,Za,...,22016} = {ThT1, ThToy ooy THE20I6} «vevrevevnennenennen 2p
Face produsul elementelor lui U in cele doud moduri obtine 2316 = 1; finalizeaz& ...................ooo.... 2p
Observatie. Punctul (b) se poate aborda si direct, independent de punctul (a), scriind U = {x1,x2, ..., Z2016} =
T Ty Ta016
$k773k’”., T
Subiectul 2
1 i 1p

Considera M(z), A(a), B(b),C(c), D(d) si rescrie inegalitatea din ipoteza
z2b+d—a—¢)+z2b+d—a—c)> b +|d? —|a]* = |c|?

pe baza egalitatilor MA? = |z —a|?> = (2 —a) - 2 —a = |2|> + |a|?> — 2@ — Za si a celorlalte egalititi analoage 3p
Pentru orice z avem deci inegalitatea 2Re(z - (b +d — a — ¢)) > |b]?> + |d|?> — |a|*> — |c|?; daci presupunem

f htd—a—c # 0, atunci se obtine contradictie (alegdnd de exemplu z = af cu o € R arbitrar); rezulta

f=0,adici a +c=0b+d, de unde ABCD este paralelogram ..............c.ouuiiiiiiiiiiininenenn.. 3p
Avem ci 2(|b]? + |d|?) < 2(Ja|* + |c[?) din care scizand membru cu membru |b+ d|? = |a + ¢|? si utilizand
identitatea paralelogramului obtinem |b —d|? < |a —c|?> & |b—d| < |a — ¢|, adicA BD < AC' ............... 3p

Observatie. Oricirei alte solutii corecte (sintetice, analitice, etc.) i se acordd punctajul maxim.

Subiectul 3

7= 1p
oo e¥(e? Y — 1)(1 — e~ (=+¥)) ] . )
(a) Pentru « > y > 0 aratd cd avem coshy (z) — coshy (y) = 5 > 0 si deduce ca functia
coshy este Strict CreSCAtoare .. ... ... .. .. . i 2p
1
t+ -
Aratd cd pentru y € [1,00), in urma substitutiei e* = ¢ > 1, ecuatia cosh (z) = Tt = y are unica solutie

supraunitara t = y + 1/y? — 1, de unde deduce ca functia cosh este inversabild, precum si expresia din enunt a
INVETSEL ACESTEIA . ...ttt e 3p



(b) Factorizeaza 16y° — 20y + 5y — 1= (y — 1) (492 +2y — 1) >0 oottt 1p
Scrie echivalent egalitatea de la punctul (b) din enunt, aplicAndu-i functia (injectivi) cosh,, astfel:

coshy (5-arccoshy (y)) = 16y° —20¢3 +5y ... 1p
Demonstreaza prin calcul direct ca avem
cosh (5x) = 16cosh’, (x) — 20cosh? () + 5eosh. (x)
si deduce egalitatea din eNUNG ... ... . 2p

Subiectul 4

(a) Pentru t € (0,1) si ¢ # y € (0,00) (care implica T # 0, dar si Ty —1) aplicd inegalitatea lui
Yy Y

(e Gn)) <o ()

despre care observa, dupa calcule si logaritmare, ca este echivalenta cu concavitatea stricta a functiei In ....2p
(b) Fie t € (0,1) si « # y € J; atunci existd a # b € I astfel incat x = f(a),y = f(b); convexitatea stricta a
inversei lui f Inseamna:

Bernoulli:

e+ (1 -ty <tf o) +Q-0f ), 1p

care prin aplicarea functiei f (strict crescitoare) este echivalenta cu tx + (1 —t)y < f(tf~1(z) + (1 —t)f~1(y))
gi apoi cu

tf(a) + (1 =) f(b) < f(ta+ (1 —-1)b),

care este adevarata in virtutea concavitatii stricte a lui f ... ... 1p
Aplica aceastd proprietate gi deduce pe baza punctului (a) cd functia e” este strict convexa si apoi cd functia
coshy este §i ea SETICt CONVEXA . ... .ot e e e e e e 1p

(c) Presupune ca ecuatia ar avea trei solutii distincte z; < xo < x3; atunci exista ¢ € (0,1) astfel incét
x9 = tx1 + (1 —t)zs; apoi obtine aza +b = f(z2) > tf(x1)+ (1 —1t)f(z3) = t(ax1 +b) + (1 —t)(axs+b) = ara+b
— COMETAAICTIC .« oottt e e 2p
(d) Observa cd x > 1; scrie echivalent ecuatia astfel:

ln(x+\/x2—1):(x—l)-ln<2+\/§).

Aplicand proprietatile din problema 3 si din punctul (b) deduce ca functia din membrul stang este strict concava
pe [1,00); din punctul (c¢) rezultd ca ecuatia are cel mult doud solutii, despre care observa ca sunt ¢ = 1 gi = 2

2p

Nota: La fiecare subiect o solutie corecta (alta decét cea propusd in barem) va fi punctatd cu 10 p.
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Clasa a XI-a

Subiectul 1

Deduce ca

1 1 1
2A* +2B* —2A—2B+1, =2(A*+B*~A—-B+-1,) = 2[(A— §In)2+(B— 5Jn)?]

2
................................................................................ 2p
Scrie )

2A* +2B* - 2A 2B+ 1, =2[(A—-=1,)* —i*(B — 5[n)?] (1)
................................................................................ 1p

Din (1) si ipoteza AB = BA deduce ca

242 £ 9B — 94— 2B + I, = 2[(A — %]n) (B - %In)][(A - %In) +i(B - %In)]

................................................................................ 2p
Noteazd X = (A — 3I,) — (B — 31,,) si obtine ci
X = (A=ir)+i(B=1t1)

2 2
............................................................................... 1p
Deduce ca 24% +2B% —2A — 2B+ 1, = 2XX .. ... i 1p
Obtine

det(2A4% +2B? — 24 — 2B + I,,) = 2" det(X X) > 0
................................................................................ 2p
Subiectul 2
S ATt 1p
Observa ca

(zA+yB)? = 22A% + y*B? + 2y(AB + BA) = 22 A? + y*B* + 2y(A* + B?)
= (2* + 2y) A% + (v* + 2y)B?, (V) z,y € C. (1)
................................................................................ 2p



Scrie relatia Cayley-Hamilton pentru matricea xA + yB:
(xA +yB)? — [tr(zA+yB)] (zA+yB) + [det(x A+ yB)] Iy = O,.
Utilizand relatia (1) si faptul ca tr(zA +yB) = x tr(A) + y tr(B) = 0, obtine

(2% + 2y)A* + (v* + 2y)B* = —[det(zA +yB)] I, (V) z,y € C. (2)

Din relatia Cayley-Hamilton pentru matricile A si B, obtine A? = —(det A)I,, si
respectiv B? = —(det B)I,. Inlocuind in relatia (2) obtine

Dénd valori convenabile pentru z,y in relatia (3), obtine relatiile

det(A + B) = 2(det A + det B), (4)

det(A+eB) = (14 ¢)det A+ (2 +¢)det B, (5)

det(A +e?B) = (1 +&*)det A + (¢ + &%) det B. (6)
................................................................................ 1p

Inmulteste relatia (5) cu 22, o aduni la relatia (6) inmultiti cu 2, si folosind
formulele €2 = 1, 1 + ¢ + &% = 0, obtine

2e? det(A + eB) + 2e det(A + €’ B) = 2(det A + det B).

................................................................................ 1p
Foloseste relatia (4) si finalizeaza. .......... ... . . i 1p
Subiectul 3
1 o PP 1p
Prin inductie arata ca
5
2<xn<§, Vn >3 (1)
deci (z,) este MArGINIt. ... ... 2p
Considera functia
1
f:(0,00) = (0,00), f(x)= 2+E
si observa ca f este strict descrescatoare pe (0,00) . ... ..ovviiiiiiiiiiiia.. 0.5p
Observa ca x,+1 = f(x,), pentru orice n € N,n > 1 gi obtine ca
Tony1 = (fo [)(w2n-1), Yn€Nn>1 (2)



si

Tonte = (fo f)(xe,), YneNn>1 (3)
................................................................................ 1p
Deduce ca f o f este strict crescatoare ......... ... . ... i 0.5p
Calculeaza

3 x T 17

To = = — f——J—

2 3= 3 W=
.............................................................................. 0.5p

Din zy < x3, utilizand relatia (2) i faptul ca f o f este strict crescatoare, deduce ca
(x9n—1) este strict crescator. Folosegte (1) si obtine ca sirul (z2,-1) este convergent

Din xo > x4, utilizand relatia (3) si faptul ca f o f este strict crescatoare, deduce ca
(x9,,) este strict descrescator. Folosegte (1) si obtine ca sirul (xs,) este convergent

Noteaza cu l; = lim x5, 1 i culys = lim x5,, trece la limita in relatia de recurenta
n—oo n—o0

si obtine

1 1
Lh=24+—, =2+ — (4)
ly L
................................................................................ 1p
Din (4) si (1) deduce ca ly =1l «ovviiini 0.75p
Din ]
=2+~
T
si (1) deduce ca l =14 v/2 . 0.75p

Subiectul 4

81 4 81
To =81, x3 =324 <3 =81, x4 <3% <3

............................................................................. 15p
Prin inductie arata ca
l<z,<3, Vn=>4 (1)
................................................................................ 1p
Din (1) obtine ca .
1 <@, <30+0', Vn>5 (2)
................................................................................ 1p
Din (2) deduce ca (z,),>1 este convergent si lim z, = 1............... ... ... 1p

n—oo



(ii) Obtine ca

wt = (3(211;!)(%1)! =371 — 3.

n

.............................................................................. 1.5p

(iii) Deduce ca

e 3 — ]
lim (n + 1)!(z, — 1) = lim (n + 1)! (3*@61 —1) — lim <T-xn_1> (3)
n—00 n—00 n—00 n—l

(nt1)!
.............................................................................. 1.5p
Foloseste faptul ca

lim Tl
si din (3) deduce ca
lim (n+ 1)!(z,, — 1) = (In3)( lim z,_) = In3.
n—oo n—oo
.............................................................................. 1.5p

Nota: La fiecare subiect, o solutie corecta (alta decat cea propusa in barem), va fi
punctata cu 10 p.



Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a XII-a

1. a) Ardtati ca functia f :[0,27] — R, f(z) = m admite primitive si orice primitivd a sa este
strict crescatoare.
2
b) C’alcula}fi/ f(z)dx.
0
Solutie gi barem: Start ........ .. 1p
a) f este continua pe [0, 27| deci admite primitive ....... ... ... i 1p
Daca F este o primitiva a lui f, atunci F'(z) = #n(x)’ Vz € [0, 27], deci F este cresc
T2 02 1 1p

b) Pe orice interval I C [0,27], cu m ¢ I, primitiva se poate calcula printr-o schimbare de variabila:

1 (tg (3)) 2
——dr = / 2 dr = —arctg—22—= ... ... ... ... ..., 2p
/ 2+ sin(z) tg(5) +1g(5)+1 V3 V3
Pe intervalul [0, 27], o primitiva F' a lui f va fi:

to(5)+3

\%arctg Fta, r€ 0, )
F(z) =< ¢, =7

)1
\%arctgtg(f/?{" +c3, x € (m,2n]

Deoarece F' trebuie sa fie continua, ¢ = ¢y — \/ig, Cc3 = Co + \/ig ................................. 3p

Din consecinta teoremei lui Lagrange rezulta ca F este derivabila in x = 7 gi F'(7) = f(7). Rezulta
ca

/wa(x)dx:F(Qﬂ)—F(O):— ............................................. 2p

Ny

2. Fie (A, +,) un inel pe care definim operafia "x” prin:
axb=a+0b—ab,Va,b e A,

g1 multimea G = {aeA ‘ E!xEA:a*x:x*a:O}.
Aratati ca (G, *) este un grup.

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
* @SHE ASOCIALIVA . ... 2p
x este lege de compozitie pe G: Pentru a,b € G exista x,y € A astfel incat a xx = r*xa = 0 si
bxy=y*xb=0. Atunci (a*xb) x (y*xz) =ax* (bxy)xx=axx=0,deciaxbe G ............ 3p
Elementul neutru este 0 . ... 2p
Orice element @ € G are Un SIMEtTIC ... ... i e 2p

3. a) Demonstrati ca exista o unicd functie f : [0,+00) — R cu proprietatea:

z = f(x)e!@ Vv z>0.



b) Aratali ca f este continud.
c¢) Aratali ca f este derivabild.

d) Calculati: /e f(z)dx.
0

Solutie gi barem: Start ......... . 1p

a) Functia g : [0,00) — [0, 00), definita prin g(y) = ye¥, Yy > 0, este continud, strict crescatoare si

verifica relatiile g(0) = 0, lim g(z) = oo, astfel ca este bijectiva, cu inversa de asemenea continua,
T—r00

1

strict crescéitoare si cu proprietatile g71(0) = 0, lim g~'(x) = co. Functia f = ¢g~! verificd ecuatia
T—>00

r = f(x)ef® Vo >0, si f este marginita pe orice interval marginit. ........................... 2p
b) Fie g > 0 si x > 0,z # 0. Atunci
(%) 2 —x0 = flx)e!@ — f(a)e! @) = (f(z) — f(x0))e!@ + f(z0) (ef(x) - ef(IO)) ............ 1p

Aplicand teorema lui Lagrange functiei y — e¥ pe intervalul cu capetele f(z) si f(zo) si obtinem un
cintre f(x) si f(zo) incat
e — el = e(f(2) = f(0)).

Inlocuind in (x), obtinem:
z — w9 = (f(z) = f(20)) (/™ + f(ao)e”)

Trecem la limita pentru x — 7, tinand cont ci /@) + f(zq)e® > 1, rezultd ca lim f(z) = f(zo) 1p

c¢) Din o
fl@) = flwo) 1

T — Xg o ef(m)‘*‘f(fbo)eC ’

trecand la limita pentru x — xq, rezulta ca f este derivabila si

1
/ R
f(xo) = T T o)l ) T 2p
d) f este strict crescatoare, continua si f(e) = 1. Restrictia lui f la intervalul [0, e] este inversabila
cu inversa f71:[0,1] = [o,€], FTHY) = g€y oo 1p
Avem ca:

Rezulta cd [ f(z)dr =e—1 .. .o 2p

PN

4. Pe multimea G = R* X R se defineste legea de compozitie "o prin:
(a,b) o (c,d) = (ac , be+d).

a) Demonstrati ca (G,o) este grup necomutativ.
b) Aratati ca in G ezista o infinitate de elemente de ordinul 2. Ezistd in G elemente de ordinul 37

Solutie si barem: Start .......... .. 1p
x este lege de compozitie Pe G ... 1p
% €566 ASOCIALIVA .. ottt 1p

Elementul neurtu este perechea (1,0) ......... . 1p



Orice element este inversabil cu (a,b)™! = (%, —%) ............................................. 2p
Pentru orice a € R, perechea (—1,a) este un element de ordin 2 ................................ 2p

Daca (a,b) € G este un element de ordin 3, atunci
(1,0) = (a,b)* = (@*,b(a®> +a+ 1)) = a=1,b=0.

Dar (1,0) este elementul neutru i are ordinul 1, astfel ca G nu contine elemente de ordin 3 ....2p



