UNIVERSITATEA DE VEST DIN TIMISOARA INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN HUNEDOARA

Concursul Interjudetean de Matematica Memorialul ” Traian Lalescu”
Editia a XXX-a, Deva, 25 - 27 martie 2016

Clasa a V-a

1. Fie a, b si ¢ cifre nenule nu neaparat distincte. Aflati cel mai mic gi cel mai mare numar natural

2. Conform legendei sahului, inteleptul care a inventat jocul de sah i-a cerut imparatului Indiei drept
rasplata un bob de grau pentru primul patrat al tablei, doua pentru al doilea, patru pentru al treilea,
..., 2% pentru ultimul pétrat al tablei. Constatand ca hambarele Indiei nu vor avea nici in 100 de
ani atat grau, sfetnicii imparatului l-au rugat pe intelept sa-si schimbe cererea.

Acesta a cerut atunci ca in fiecare patrat al tablei sa fie scris un numaéar natural, iar el s primeasca
atati elefanti, cat este suma tuturor numerelor scrise pe tabla. Care este numarul minim de elefanti
in fiecare din urmatoarele cazuri:

a) daca toate numerele de pe tabla trebuie sa fie diferite?

b) daca pe fiecare linie si pe fiecare coloana a tablei numerele trebuie sa fie diferite?

c¢) dacé numerele scrise in oricare doua patrate vecine(doud patrate se considera vecine daca au o
laturd comuna) trebuie sa fie diferite?

3. Spunem ca un an este foarte par daca in scrierea sa apar patru cifre si toate aceste cifre sunt pare
(spre exemplu, 2000, 2002, 2004, 2006, 2008 sunt foarte pari, iar 2010 nu este foarte par.)
a) Determinati cea mai mare distanta posibila intre doi ani foarte pari succesivi i dati exemplu de
pereche de ani pentru care aceasta distanta poate fi obtinuta.
b) Este ugor de observat ca distanta minima intre doi ani foarte pari succesivi este 2. Care este
a doua cea mai mica distanta posibila intre doi ani foarte pari succesivi? Justificati gi gasiti un
exemplu.

4. Alin, Bogdan i Cosmin joaca un turneu de tenis de masa. La fiecare partida iau parte doi jucatori,
in timp ce al treilea se odihneste. In partida urmatoare, cel care s-a odihnit pana atunci joaca
impotriva cagtigatorului (nu exista jocuri finalizate cu egalitate). La finalul turneului se constata ca
Alin a jucat in total 10 partide, Bogdan a jucat 17 si Cosmin 15 partide.

a) Cate partide s-au disputat in total?
b) Cine a pierdut a doua partida?

Timp de lucru: 3 ore
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Enunturi

Clasa a VI-a

Subiectul 1 In triunghiul ABC, bisectoarele unghiurilor A si C se intersecteaz intr-
un punct M situat pe mediatoarea laturii (AC). Stiind ca m(AMC) = 2-m(BAC),
aflati masurile unghiurilor triunghiului ABC.

Subiectul 2 a) Aratati ca impartind un numar prim la 30, restul este intotdeauna
fie 1, fie un numar prim.

b) Dati exemplu de un numar prim al carui rest la impartirea la 60 nu este nici 1,
nici numar prim.

Subiectul 3 Spunem ca o multime A de numere naturale este biconvera daca pen-
tru orice x € A cel putin unul dintre numerele x — 1,  + 1 apartine lui A. Astfel,
multimea A = {2016,2017,2018} este biconvexa deoarece toate elementele sale au
vecini in A: 2016 +1 € A, 2017 —1 € A, 2018 =1 € A. In schimb, multimea
B = {1,2,4,6,7} nu este biconvexa, deoarece elementul 4 € B este izolat in B:
4—-1¢Bsgid+1¢B.

a) Cate submultimi biconvexe de 4 elemente are multimea M = {1,2,3,...,20}7
b) Cate submultimi biconvexe de 18 elemente are multimea M = {1,2,3,...,20}7

Subiectul 4 Alina si Bogdan joaca urmatorul joc. La inceput, pe tabla este

. 5 2015 o o . 5 .m . o
scris numarul 2007 O mutare consta din inlocuirea numarului — scris pe tabla
n
m—1
(m,n € N, n > 1) cu unul dintre numerele sau Cei doi jucatori
n n —

muta alternativ. Prima mutare o face Alina. Cine obtine primul pe tabla un numar
natural, castiga.

a) Aratati ca jocul se termina dupa cel mult 4030 de mutari.

b) Demonstrati ca, daca ambii jucdtori joaca bine, Bogdan poate intotdeauna
cagtiga. Cum trebuie sa joace Bogdan pentru a castiga?

Timp de lucru: 3 ore
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Clasa a VII -a

1. Spunem c& o multime A de numere naturale este biconvexad daca pentru orice
x € A cel putin unul dintre numerele x — 1, x + 1 apartine lui A. Astfel, multimea
A = {2016, 2017,2018} este biconvexd deoarece toate elementele sale au vecini in
A: 2016+1 € A,2017—1 € A, 2018—1 € A. In schimb, multimea B = {1,2,4,6,7}
nu este biconvexa, deoarece elementul 4 € B este izolat in B: 4—1 ¢ Bgid+1 ¢ B.
a) Scrieti toate submultimile biconvexe de 4 elemente ale multimii {1, 2, 3,4, 5, 6}.
b) Céte submultimi biconvexe de 3 elemente are multimea {1,2,3,...,2016}?
c¢) Cate submultimi biconvexe de 4 elemente are multimea {1,2,3,...,2016}7

2. Se considera trapezul dreptunghic ABCD cu AD 1 AB si BC 1 AB, in care
AB = AD+ BC. Fie M mijlocul lui [DC], iar X un punct variabil pe latura [AB].
Demonstrati ca:
a) AAM B este dreptunghic isoscel;
b) m(£LCX D) = 90° daca si numai dacd AX = BC sau AX = AD.

3. Se da triunghiul ABC. Pe paralela prin B la AC' se considera punctul D astfel
incat D gi A sunt de aceeagi parte a dreptei BC' si BD = AB, iar pe paralela prin
C la AB se considerd punctul E astfel incat F gi A sunt de aceeasi parte a dreptei
BC ¢i CE = AC. Daca CD(AB ={Q},BE(AC = {R}, CD(\BE = {P}, iar
L este piciorul bisectoarei din A a triunghiului ABC, demonstrati ca:

a) AQLR este romb;

b) Aagrr = Appc. (Aagpr inscamnd aria patrulaterului AQPR)

4. Fie M = {x EQ| x4+ i > O}. Un calculator a fost programat astfel incat,
pentru orice numar x ales din multimea M, sa calculeze succesiv numerele

1 / 1
Ey = $+§+ x + Z,E1 =x++/ Eo, Fy = x4+ F1,E3 = 2+ Es, ..., E1g = x++/ Ey

. v _ 1 . _ . . .
si sa afigeze pe ecran numerele a = y/x + 7 si b = /E£19. Demonstrati ca:

a) Dacd z = r? 4+, unde r este un numir rational cu r + % < 0, atunci cele doua
numere afigate sunt numere rationale.
b) Numarul a — b este rational, pentru orice z € M.

Timp de lucru: 3 ore
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Clasa a VIII -a

1. Pentru orice numar real = se noteaza E(x) = 2z — 1.

a) Aratati ca dacd z,y € <%, oo> si x4y =3, atunci \/E(z) + /E(y) < 3.
b) Determinati multimea valorilor lui M > 0 astfel incat inegalitatea
10E%(x) — 60E(x) +89 < 0
sa fie adevarata pentru orice x € R cu proprietatea ca |z — 2| < M.
2. Consideram multimea Z[v/2] = {a +bv/2 : a,b € Z}.

a) Aratati ca daca a + W2, c+dv2 e Z[\/ﬁ] atunci a + bv/2 = ¢ + dv/2 daci si
numai daca a = c si b = d.

1
b) Determinati patru elemente ale multimii Z[v/2] N [O, 5] .

1
¢) Aritati ca multimea Z[v/2] N [O, 5} este infinita.

3. Fie a > 0. Dintre toate piramidele triunghiulare regulate cu muchiile laterale de

% 0

lungime egale cu ”"a”, aratati ca exista una de volum maxim. Determinati aceasta
pramida si volumul maxim.

4. In cubul ABCDA'B'C'D’ cu BD' = /3, fie M si N mijloacele muchiilor [B'C"],
respectiv [C'D'].

a) Daca MNNA'D" = {T} determinati raportul in care punctul de intersectie al
dreptei AT cu dreapta C'D’ imparte muchia [C'D'].

b) Determinati perimetrul poligonului obtinut prin sectionarea cubului cu planul
(AMN).

¢) Aratati ca oricum am alege 217 puncte in interiorul cubului, exista doua la o

1
distanta unul fata de celalalt mai mica de 3

Timp de lucru: 3 ore
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Barem de corectare

Clasa a V-a
Subiectul 1
N 72 P 1p
%+@+%—g%+%+%:37(a+b+0) .............................................. 3p
37(a+ b+ ¢) are ultima cifra 5 daca si numai daca suma a + b+ ¢ are ultima cifra 5 ........... 1p
Cum a, b, ¢ sunt cifre nenule, rezulta ca a +b+c € {5,15,25} ... ... i 1p

Cel mai mic numar ce satisface conditiile problemei se obtine pentru a + b+ ¢ =5 si este 113...2p
Cel mai mare numar ce satisface conditiile problemei se obtine pentru a + b + ¢ = 25 si este 997 2p
Subiectul 2

N 72 PP 1p

a) Numéarul minim de elefanti se obtine dacé pe tabla sunt scrise cele mai mici 64 de numere naturale,
astfel ca acest numar minim vafi04+1+2+...4+62+63=2016 .......... ..., 3p

b) Numarul minim se obtine daca pe fiecare linie si fiecare coloana apar cele mai mici 8 numere naturale
Ip

Exista o configuratie(de ex. restul impartirii lui i+ 7 prin 8 pe linia i gi coloana j) cu aceasta proprietate
Ip

Numarul elefantilor va i 8 x (0 4+ 14 ... 4+7) =224 ... . 1p
¢) Numaéarul minim se obtine daca sunt folosite doar cele mai mici doua numere naturale ......... 1p
Exista o configuratie(de ex. alb= 0, negru= 1) cu aceasta proprietate, ........................... 1p
Numarul minim este 32 ... ... 1p

Subiectul 3

a) Daca intre anii foarte pari succesivi A = abed st B =efgh (A< B, a, b, ¢, d, e, f, g, h cifre pare)
exista o diferenta de ordinul miilor, atuncie >a+2 ... ... ... 1p

Rezulta deci ca toti anii dintre (@ + 1)000 si (@ + 1)999, care nu sunt foarte pari, vor fi cupringi intre
A Sl B 1p

Cel mai mare an foarte par mai mic decat (a + 1)000 este a888 si cel mai mic an foarte par mai mare
decat (a4 1)999 este (@ 4+ 2)000. ...t Ip




Cum intre A si B nu pot exista alti ani foarte pari, rezulta A = a888 si B = (a + 2)000, deci diferenta
maxima este 1112 .. 1p

Gasirea unui exemplu de ani cu proprietatea ceruta (e.g. 2888 i 4000) ..........coviiiiiiii... 1p

b) Fie A un an foarte par. Daca ultima cifra a lui A este 0,2,4 sau 6, prin adunarea lui 2 se obtine
de asemenea un an foarte par. Prin urmare, pentru a gasi ani foarte pari succesivi la distanta mai
mare ca 2, cel mai mic dintre ei trebuie sa aiba ultima cifra 8 .......... ... ... L 2p

Daca ultima cifra a lui A este 8 i 1i adunam 4, 6, 8 sau 10, vom obtine un an care are cifra zecilor
impara. Asadar, cea mai mica diferenta posibila mai mare ca 2 este > 12 ....................... 1p

Gasirea unui exemplu de ani foarte pari succesivi avand diferenta 12 (e.g. 2008 i 2020) ........ 1p

Subiectul 4

N v 5 PP 1p
o . . 10+ 15+ 17

a) Numarul partidelor disputate este — = 2L 3p

b) Niciun jucator nu se poate odihni 2 sau mai multe partide consecutiv, deci numarul partidelor pe

care le poate sta deoparte este cel mult 11 ... .. . . 3p

Cum Alin joaca doar 10 partide, rezulta ca el a stat deoparte in partidele 1, 3, 5, 7, ..., 19, 21 ..2p

Deoarece nu participa la a treia partida, Alin a pierdut-o pe cea de-a doua ..................... 1p



Universitatea de Vest din Timigoara
Inspectoratul Scolar Judetean Hunedoara

Concursul Interjudetean de Matematica Memorialul " Traian Lalescu”
Editia a XXX-a, Deva, 25 - 27 martie 2016

Barem de corectare

Clasa a VI-a

Subiectul 1 In triunghiul ABC, bisectoarele unghiurilor A si C se intersecteaz intr-
un punct M situat pe mediatoarea laturii (AC). Stiind ca m(AMC) = 2-m(BAC),
aflati masurile unghiurilor triunghiului ABC.

GM nr. 4/1995, pb. E:10920, enunt modificat

177 3 P 1p
Fie D mijlocul laturii (AC). Triunghiurile AMD si CM D sunt congruente LUL

((M D) este latura comuna, unghiurile ADM si CDM sunt drepte, iar AD = CD).
Deducem ¢ MAD = MOD. ..o\t 3p
Notéand cu a masurile acestor unghiuri, rezulta ca m(B/R') = m(A/C’\B) = 2a. Cum
suma masurilor unghiurilor triunghiului AMC' este 180°, deducem ca

TUAMO) = 180° — 200 <o e 3p
Conditia m(A/]W\C’) = Qm(B/A\C) revine atunci la 180° —2a = 4a, deci la 6o = 180°.
Rezulta ca o = 30°, deci m(B/A\C) = m(A/C’\B) — 60°. In fine, suma masurilor un-
ghiurilor triunghiului ABC fiind 180°, deducem ca m(@) =60° ............ 3p

Subiectul 2 a) Aratati ca impartind un numar prim la 30, restul este intotdeauna
fie 1, fie un numar prim.

b) Dati exemplu de un numar prim al carui rest la impartirea la 60 nu este nici 1,
nici numar prim.

Olimpiada Cuba, 2010



S ATt 1p
a) Sa presupunem ca s-ar putea obtine un rest diferit de 1 gi de orice numar prim,
un rest r din multimea {0,4,6,8,9, 10,12, 14,15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28 }.
Dar toate aceste numere sunt divizibile cu 2, 3 sau 5 (si diferite de 2, 3 si 5), deci si
n = 30q + r ar fi divizibil cu 2, 3 sau 5 (si diferit de acestea), prin urmare n n-ar fi

1018100 PP 5p
b) Impartindu-1 pe 109 (despre care se verifica ca este prim) la 60 obtinem restul
49 care NU este PIIML. .. ...ttt e et 4p

Subiectul 3 Spunem ca o multime A de numere naturale este biconvexa daca pentru
orice x € A cel putin unul dintre numerele x—1, x+1 apartine lui A. Astfel, multimea
A ={2016,2017,2018} este biconvexa deoarece toate elementele sale au vecini in A:
2016 +1 € A, 2017 —1 € A, 2018 — 1 € A. In schimb, multimea B = {1,2,4,6,7}
nu este biconvexa, deoarece elementul 4 € B este izolat in B: 4—1¢ Bsid+1 ¢ B.
a) Cate submultimi biconvexe de 4 elemente are multimea M = {1,2,3,...,20}7

b) Cate submultimi biconvexe de 18 elemente are multimea M = {1,2,3,...,20}?

Olimpiada Franta, prelucrare

1 o PP 1p
a) Daca a este cel mai mic element al unei submultimi biconvexe A, iar b este cel
mai mare, trebuie ca a +1, b — 1 € A. Prin urmare submultimile biconvexe de 4
elemente sunt de forma {a, a+1, b—1, b}, cu b—1 > a+ 1. Numaram submultimile
biconvexe dupa cel mai mic element al lor:

- submultimile in care cel mai mic element este 1 sunt: {1,2,3,4}, {1,2,4,5},
{1,2,5,6}, ..., {1,2,19,20}, asadar sunt 17 submultimi;

- submultimile in care cel mai mic element este 2 sunt: {2,3,4,5}, {2,3,5,6}, ...,
{2,3,19,20}, asadar sunt 16 submultimi;

- in general, pentru un anumit a fixat, b poate fi orice numar de la a 4+ 3 pana la 20,
deci sunt 18 — a submultimi biconvexe care il au pe a drept cel mai mic element.

- pentru @ = 17 avem o singura submultime biconvexa de 4 elemente, si anume

{17,18,19,20}.
. 17-18
In concluzie, sunt 174+ 16+ ...+ 1 = —5 = 153 de submultimi biconvexe cu 4

elemente. ... 3p
b) Trebuie sa scoatem doua elemente din multimea M astfel incat submultimea
ramasa sa fie biconvexa.

Numerele 1 gi 20 au un singur vecin: 2 si 19. Daca scoatem numarul 2, pentru ca
multimea sa ramana biconvexa trebuie ca celalalt element scos sa fie 1 (altfel 1 ar
ramane izolat), iar daca scoatem numarul 19, atunci trebuie sa-l scoatem si pe 20.

................................................................................ 1p
Daca cel mai mic element scos este 1, atunci al doilea poate fi oricare, in afara de 3
si 19 deci se obtin 17 submultimi biconvexe de 18 elemente.

Cel mai mic element scos nu poate fi 2, caci atunci 1 ar ramane in multime si ar fi
izolat.

Daca cel mai mic element scos este 3, atunci al doilea poate fi oricare mai mare in
afara de 5 si 19; sunt agadar 15 asemenea submultimi.



Daca cel mai mic element scos este 4, atunci al doilea poate fi oricare element mai
mare ca 4, in afara de 6 i 19, deci sunt 14 asemenea submultimi.

In general, daca cel mai mic element scos este a € {3,4,...,16}, al doilea nu are
voie sa fie a + 2 (ar ramane a + 1 izolat) si nici 19 (ar ramane 20 izolat), deci sunt
18 —a submulfimi. . ... 2p
Daca cel mai mic element scos este 17, celdlalt nu poate fi 19 (ar raméne i 18 si 20
izolate), deci in acest caz sunt 2 submultimi. ............ ... ... . L 1p
Daca cel mai mic element scos este 18, al doilea nu poate fi nici 19 (ar ramane 20
izolat), nici 20 (ar ramane 19 izolat), deci In acest caz nu avem nicio submultime.

................................................................................ 1p
In fine, putem elimina numerele 19 si 20 (o submultime).

. 15-16

In total, sunt 17+0+15+14+13+... +4+3+242+0+1 = 18+T = 138.
................................................................................ 1p

Subiectul 4 Alina si Bogdan joaca urmatorul joc. La inceput, pe tabla este scrisa

. o 1e A . ...m . .
fractia O mutare consta din inlocuirea fractiei — scrise pe tabla (m,n € N,
n

2017
m—1 m
n > 1) cu una dintre fractiile sau 7 Cei doi jucatori muta alternativ.
n

Prima mutare o face Alina. Cine obtine primul pe tabla un numar natural, castiga.
a) Aratati ca jocul se termina dupa cel mult 4030 de mutari.

b) Demonstrati ca, daca ambii jucdtori joaca bine, Bogdan poate intotdeauna
cagtiga. Cum trebuie sa joace Bogdan pentru a castiga?

Andrei Eckstein

1 o PP 1p
a) Observam ca la fiecare mutare suma dintre numarator si numitor scade cu 1,

................................................................................ 2p
deci dupa 4030 de mutari (daca jocul nu s-a terminat pana atunci) aceastd suma

. 9 9 0 L
va fi 2, deci numarul de pe tabla va fi 7= 1 € N sau 5= 0 € N, adica jocul se
BETTIINIA. .« o oot 1p
b) Strategia lui Bogdan: daca numaratorul fractiei de pe tabla nu este egal cu 1,
el micgoreaza mereu numitorul. In caz contrar, el micgoreaza numaratorul facand
fractia sa fie egala cu 0 si astfel cagtigand. Daca Alina micgoreaza la vreo mutare

a ei tot numitorul, Bogdan poate scrie pe tabla o fractie echiunitara, deci castiga.
Daca Alina diminueaza mereu numaratorul, iar Bogdan numitorul, se ajunge ca pe

. 1 . .
tabla sa fie scris numarul 7 moment in care Bogdan urmeaza la mutare si castiga.

Nota: La fiecare subiect, o solutie corecta (alta decat cea propusa in barem), va fi
punctata cu 10 p.
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Clasa a VII -a

Subiectul 1

a) Enumerdm submultimile biconvexe de 4 elemente ale multimii {1, 2, 3,4, 5,6}
dupa cel mai mic element al lor:

-submultimile biconvexe de patru elemente in care cel mai mic element este 1:
{1,2,3,4},{1,2,4,5},{1,2,5,6};

-submultimile biconvexe de patru elemente in care cel mai mic element este 2:
{2,3,4,5} si {2,3,5,6};

-submultimile biconvexe de patru elemente in care cel mai mic element este 3:
S TR 5 T 1 T 2p

b) O multime biconvexa X de trei elemente este formata din numere consecutive:
daca x este cel mai mic element al lui X, atunci x +1 € A (xr —1 ¢ A, deoarece
x —1 < ), iar dacd y este cel mai mare element al lui X, atunci y — 1 € X, si cum
X are trei elemente, trebuie cay —1 =z + 1, deci X = {z,z+ 1,z +2}. ..... 2p
Agadar submultimile biconvexe de trei elemente ale multimii {1, 2, 3,...,2016} sunt:
{1,2,3},{2,3,4},{3,4,5}, ..., {2014, 2015, 2016 }, iar numarul lor este 2014. ....2p

c) Procedand ca la b) deducem ca multimile biconvexe de patru elemente sunt
de forma {z, 2+ 1y, y+ 1} cuz+ 1 <Y covriii e 1p

Luand in considerare cel mai mic element din submultime (ca in exemplul de la
a)), deducem c& multimea {1,2, 3, ...,2016} are 2013 submultimi biconvexe de patru
elemente In care cel mai mic element este 1 (submultimile de forma {1,2, &,k + 1},
unde k € {3,4,...,2015}), 2012 submultimi biconvexe cu cel mai mic element egal
cu 2 (submultimile de forma {2,3,k, k+1}, cu k € {4,5,...,2015}), 2011 submultimi
biconvexe cu cel mai mic element egal cu 3, ..., o submultime cu cel mai mic element
egal cu 2013, care dau un total de 1 4+ 2 + ... + 2013 = 2013 - 1007 submultimi. 2p

Subiectul 2

a) Fie S mijlocul laturii [AB]. Atunci [MS] este linie mijlocie in trapez, deci
MS | ABsi

MS — % — SB =S4,
de unde deducem ca m(LMBA) = m(LMAB) =45° ... i 2p

b) Avem de demonstrat doud implicatii:

(«<): Daca AX = BC sau AX = AD, atunci m(£CXD) = 90°.

(=): Dacd m(£LCXD)=90° atunci AX = BC sau AX = AD.

Demonstram (<):

e Dacd AX = BC, atunci BX = AB—AX = (AD+ BC)—BC = AD. Rezulta
cd ANAXD = ABCX (CC), de unde deducem ca ZAXD = ZXCB. Asadar



3

m(Z/AXD) + m(/CXB) = m(/XCB) + m(/CXB) = 90°, deci m(/CXD) =

180° — 90° = 90° (ACXD este chiar dreptunghic isoscel). .................... 2p
e Daca AX = AD, atunci BX = BC, deci AAXD si ABCX sunt triunghiuri
dretunghice isoscele, de unde deducem ci m(ZCX D) = 180° — 90° = 90°. ....2p
Demonstram (=):
Observam ca m(ZCXD)=90° < MX =<2 ... 1p

Am vazut deja cd exista doua puncte X € [AB] cu m(LCXD) = 90° (cele
pentru care AX € {BC,AD}). Notam cu X si X; aceste puncte, ca in figurd, si
aratdm ca pentru celelalte puncte P de pe [AB], MP # S2.

intr—adevér, dacd P se afla intre X gi Xy, atunci MP < MX; (deoarece M X,
este mai departatd de piciorul S al perpendicularei pe AB decat MP), si cum
MX; =2, MP < €2, La fel, daca P(P ¢ {X,X1}) nu se afld intre X si Xj,
atunci M P > %. ........................................................... 2p

Precizari la barem

Variante

a) 1. Demonstram cd [BM si [AM sunt bisectoarele unghiurilor ZABC' si
/BAD, aratand ca M este egal departat de BC, BA si AD.

In acest scop construim MN L BC,N € BC, MR 1 AD,R € AD s MS 1
AB,S € AB (S este mijlocul lui [AB]) si observam ci MS = MN = MR = 48
(vezi solutia de mal SUS). . ....ouuieiii it e 2p

2. Fie {Q} = BM () AD.

Deoarece CM = MD, /DM@ = ZBMC si ZMDQ@ = £ZBCM, triunghiurile
ADMQ@ si ACM B sunt congruente (ULU), deci DQ = BC. ................. 1p

Tinand seama de ipoteza AB = AD + BC deducem cia AB = AQ. Asadar
ABAQ este dreptunghic isoscel, deci m(ZABM) = 45°. Analog se aratd ci
M(LBAM) = 45°. ..o 1p

b) 1. (pentru implicatia (=))

m(£ZCXD) = 90° = MX = <2, deci X se afla atat pe [AB] cat si pe cercul

de centru M si raza % ...................................................... 2p



Cum intersectia dintre un cerc si o dreapta are cel mult doua puncte, X si X3
sunt singurele de pe [AB] din care [C D] se vede sub un unghi drept. ........ 1p

2. Folosim teorema si reciproca teoremei lui Pitagora.

Fie AD = a,BC = b, AX = x. Atunci XB = a + b — x si, din teorema lui
Pitagora, DX? = a? + 22, CX?=0*+ (a+b—12)%, CD? = (a —b)?> + (a + b)? 2p

Tinand seama de aceste egalitati, deducem succesiv:

m(/CXD) =90° <= XD? + XC? = CD? <=
—=a+2°+(a+b—2)+b*=(a—b)>+ (a+b)? =
= a®+ 22+ (a+b)? —2z(a+b)+ 22+ =a®—2ab+ b + (a+b)? =

—ar?—(a+br+ab=0<+= (x—a)(xr—b) =0+<=z=asauz=>h

m(LCX D) =90° <= m(LCXB)+m(£DXA) =90° <— LCXB = /XDA <—

BC  BX

<= AX -XB=BC-AD.

Din ipoteza stim si c& XA 4+ XB = BC + AD, deci
(AD—BC)? = (AD+BC)?>~4AD-BC = (AX+XB)?~4AX-XB = (AX-XB)?,

adichk A X —XB=AD - BCsau AX —XB=BC—-AD. ................... 3p
In primul caz, AX = AD (adunéand egalitétile AX + XB = AD + BC i AX —
XB=AD — BC), iar in al doilea caz AX = BC ..........ccoiiiiiiiiiiii... 1p
Solutii incomplete
b) Sesizarea faptului ca trebuie demonstrate doud implicaii ............... 1p

Subiectul 3

a) Ardtam ca laturile [AQ)] si [LR] sunt paralele gi congruente, iar AQ = AR.

: s AR _ AB _ AB : _ AB-AC
Din CE||AB rezulta 45 = &5 = 4¢&, de unde obtinem AR = £54%.

In mod analog se obtine AQ = fgﬁé‘%, deci AQ=AR. ................... 1p
Din teorema bisectoarei, % = %, deci % = % = ﬁ—g, de unde deducem
CA LRI QA. e 2p

LR||QA = ZALR = /BAL = /ZLAR, deci triunghiul ARL este isoscel cu
AR = LR. Tinand seama de egalitatea AR = QA, obtinem cd LR = QA. Avand

doud laturi opuse paralele si congruente, AQLR este paralelogram ............ 1p
In plus, AQLR are laturile alaturate [AQ], [AR] congruente, deci este romb. 1p
b) Demonstram cd ABQc = AABR- <« cvveemeei i 1p

Notand cu cu hy si he (respectiv) lungimile indltimilor din C' si R ale triunghi-
urilor BQC' si ABR, trebuie sa ardtam ca QB - hy = AB - hy sau, echivalent,
QB _ h
AB — ﬁ .................................................................... ].p

ha _ AR QB _ AB AB

Toiny _ AR __ AB . i QB AB s o QB _
Insaf_Ac_iABJrACvlar din OA = Ac rezultd i %5 = 25140 - 2p



Precizari la barem
Varianta la b)
Aprr = AagL, deoarece cele doud triunghiuri au aceeasi baza [RL], iar varfurile

A si B sunt situate pe o paraleld la RL si analog Acgr = Aagr. -+ ovovvnnn. 2p
Prin adunare, Agprr + Acgr = Aagrr. Scézand din ambii membri ai acestei
egalitati Agpr, + Arpr obtinem egalitatea ceruta. .................. .. ... 2p

Subiectul 4

1 i 1p
a) Fiex = r?+r,under € Q,T—F% < 0. Atuncix—&—% = r2+r+% = (r—i—%)Q >0,
iar a = :ch%:\/(T+%)2:|r+%|:—(r+%)€(@. ...................... 1p.
Rezulta ca Fjy :m—l—%—&—,/x—l—i:r2+r+%—r—%:r2,deci VE, =Vr? =
= —r i Bl =04+ VEy =12+ =1 =FEge. oot 2p
Apoi By = a++E7 = r24r—r =12, B3 = a+VEy = r24+r—r =12, ..., F1p = 12,
deci b=+ FEig=—-r¢€ @ ..................................................... 1p

Observatie. Daca r + % >0, atunci a =r + %, b=r+1.

b) Remarcdm cd Eg =z + 1 +/z+ 1+ 1 = ({/z+ 1 + 1)2, deci

1 1 1 [ 1
Ei=z+ Eozz+|§+ x+Z|:x+§+ T+ = Fo.

( Se poate folosi si formula radicalilor compusi: a? —b = (x4 1)? — (z+ 1) = 22,

deci
r+i4+z z+i-—z 1 1
/E: 2 2 —— _
0 \/ 9 +\/ B 2+ :c+4

siBi=xz+3+,/z+1=E)
Din Ey = E; rezults By = z + VE, = 2+ VEy, = Ei, si apoi, succesiv,
E3 =+ \/EQ = Eo, E4 = Eo, vesy ElO = Eo. ................................. ].p



Asadar \/E1g = VE :%Jr x+%,deciafb:f%. ..................... 2p

Precizari la barem

Variantd la a)

Se demonstreazi mai intadi punctul b) gi apoi ca unul din numerele a,b este
21 ()11 ) P 4p

Solutii partiale:

a) Se demonstreaza ci a € Q si, tindnd seama de b), se deduce ca b € Q, fard a
demonstra b). ... 2p(1p + 1p)

b) Se confirma rezultatul in cazuri particulare. ............................ 1p

Not&: La fiecare subiect, o solutie corectd (alta decit cea propusa in barem), va
ft punctata cu 10 p.



Universitatea de Vest din Timigoara
Inspectoratul Scolar Judetean Hunedoara

Concursul Interjudetean de Matematica Memorialul " Traian Lalescu”
Editia a XXX-a, Deva, 25 - 27 martie 2016

Barem de corectare

Clasa a VIII-a

Subiectul 1 Pentru orice numar real x se noteaza E(x) = 2x — 1.

1
a) Ardatati ca daca x,y € (5, oo) six+y =3, atunci \/E(x) + \/E(y) < 3.

b) Determinati mulfimea valorilor lui M > 0 astfel incat inegalitatea 10E*(z) —
60E(x)+89 < 0 sa fie adevarata pentru orice v € R cu proprietatea ca |x —2| < M.

Barem: Start ........... . (1p)
a) Arata ca \/E(x) <z, A/EW) S Y oo (2p)
Justifica faptul cel putin una din inegalitatile de mai sus este stricta ..... (1p)
Insumeaza inegalitatile de mai sus i deduce /E(z) +E(y) <3 ....... (1p)
b) Evalueazd 10E?(z) — 60E(x) + 89 = 10(E(x) — 3)2 —1=40(x —2)>—1 (2p)

V10
Deduce ca inegalitatea din enunt este echivalenta cu |z — 2| < S0 (1p)
10
Deduce M € <O, 2—\/0_] .................................................. (2p)

Subiectul 2 Considerdm multimea Z[\/2] = {a +bv2 : a,b € Z}.

a) Aratafi ca daca a + W2, c+dv2 e Z[ﬁ] atunci a + bv/2 = ¢ + dv/2 dacd si
numai daca a = ¢ st b= d.

1
b) Determinati patru elemente ale multimii Z[v/2] N [0, 5} )

1
¢) Ardtati cd multimea Z[+/2] N [0, 5} este infinita.

Barem: Start ........... (1p)
a) Din (b—d)v2=c—asivV2¢ Q,sededuceb=dsidecia=c ........ (1p)
b) Da exemplu de patru elemente distincte (de exemplu 0, —14+/2,3—-2v/2, =4+
3v/2) pentru care verifici apartenenta la multimea data ..................... (1p)

¢) Daci a,b € Z, notand a + b = k obtinem cd a + bv/2 = k + b(v/2 — 1).
1+2

1
Inegalitatea 0 < a+ byv/2 < 3 va fi echivalenta cu —(1+ \/§)k <bh< 5 (1+

V) (2p)
Pentru k € Z, alegand b, = 1 + [—(1 + ﬂ)k} se verifica ca inegalitatea ante-
rioara este adevarata pe baza definitie partii intregi ......................... (2p)




Subiectul 3 Fie a > 0. Dintre toate piramidele triunghiulare requlate cu muchiile

laterale de lungime egale cu "a” aratati ca exista una de volum maxim. Determinati

aceasta piramida st volumul mazim.

Barem: Start ............ (1p)

Daca SABC este o astfel de piramida cu SA = SB = SC = a atunci aceasta

are acelagi volum cu piramida C'SAB (de varf C si baza ASAB) ............ (2p)
1 —

Vsvap = 6a2 SIN(ASC)A(C, (SAB) ) o (1p)

Vegap este maxima cand m(A/SE) =90° (deci SALSB) ..o, (2p)

51 SC' L (SAB) (deci d(C,(SAB)) =SC) ooiiii i (2p)

Deduce ca volumul maxim se obtine pentru piramida tridreptunghica (SA L

SB 1 SC) regulata, iar acest volum maxim este % ......................... (2p)

Subiectul 4 In cubul ABCDA'B'C'D' cu BD' = /3, fie M si N mijloacele muchi-
ilor [B'C"], respectiv [C'D'].

a) Daca MN NA'D" ={T} determinati raportul in care punctul de intersectie al
dreptei AT cu dreapta CD' imparte muchia [CD'].

b) Determinati perimetrul poligonului obtinut prin sectionarea cubului cu planul
(AMN).

c) Ardtati ca oricum am alege 217 puncte in interiorul cubului, exista doud la o

distanta unul fata de celalalt mai mica de 3"

Barem: Start ........... . (1p)

a) Obtine ca muchia cubului este 1 ...... ... .. ... oL, (0,5p)

Dreptele AT si CTD’ sunt necoplanare, deci nu se intersecteaza ............ (0,5p)
D/“‘..-_-':" ...-'.“N Cl
A By v




b) Fie AT N DD’ = {P}.

1
Din AMNC'" = ANTD' (justificata ) deduce D'I' = MC’ = CIRRRERRRES (0,5p)
D'pP DT 1

Justifica APD'T ~ APDA si deduce PD = AD T3 e (0,5p)

Notam (AMN) =«

Cum T'e MN C asededce ca T € a si deci AP = AT C an(ADD’) .(0,5p)

FieU=MNNAB". AtunciU € o ... (0,5p)

Se deduce AU = aN (ABB'). .o (0,5p)

Daca AUNBB' = {Q} atunci intersectia dintre « si fetele cubului este pentagonul
AQMNDP .. (1p)

B’ 1 2
Deduce Qg b si deci BQ = FURRRRRERRR LR L RE P RE PR ERTTERERIRES (0,5p)

Aplicand Teorema lui Pitagora in triunghiuri bine specificate se deduce ca AQ =

AP_@,MQ_NP_?,MN_g ................................. (1p)

Se obtine ca perimetrul pentagonului este v/13 + I RAARERELERERRREREEE (1p)

1
¢) Descompune cubul in 216 ”cubulete” de muchie — cu fetele paralele cu cele

ale cubului si deduce ca exista cel putin unul care sa contina doua dintre aceste 217
PUNCEE .o (1p)
Distanta dintre aceste doua puncte este mai mica decat diagonala ” cubuletului”

3 1
ce le contine, deci mai mica decat \/?— o (1p)

3

Nota: La fiecare subiect, o solufie corecta (alta decat cea propusa in barem), va fi
punctata cu 10 p.





