Inspectoratul gcolar judetean Carag-Severin Universitatea de Vest din Timigoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXIX-a
Resita, 20-22 martie 2015

clasa a IX-a

1. Fie ABC un triunghi neisoscel, cu laturile a > b > ¢, G centrul sidu de greutate, iar I centrul cercului sau

inscris. Dacd M € GIN BC, N € GINCA, iar P € GI N AB, determinati rapoartele
BM CN AP,
a) 3es NA: PB

b) AL

2. Fie 2015 numere reale z1,xa, ..., To15 € [3,21]. Aratati ca

8r; —21  8xy —21 8z —-21 8z —21 _ 2015
1 - 4 %2 4. g STaou4 4 SF2015 > .

T3 3 o 3015 3 -3
3. a) Aritati ca dacd a,b € Z si n € N, n > 2, atunci (a + b)" — nab™ 1 — b" este divizibil prin a?.
b) Determinati ultimele patru cifre ale numéarului 2103201°.

4. La o masa rotunda sunt agezate m persoane. Fiecare dintre acestea fie spune intotdeauna adevéarul, fie
minte intotdeauna. Toate persoanele din jurul mesei fac afirmatia ca exact unul dintre cei doi vecini ai sai este
mincinos. Determinati cate dintre cele n persoane ar putea sa fie mincinosi, daca

a) n = 2015;

b) n = 2016.

Nota: Timp de lucru - 3 ore



Inspectoratul gcolar judetean Carag-Severin Universitatea de Vest din Timigoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXIX-a
Resita, 20-22 martie 2015

clasa a X-a

1. Sa se determine cel mai mare divizor comun al numerelor

1 3 2015
C(20167 CQOlﬁa st Y2016

2. (a) O functie f : R — R se numesgte strict convexd dacd pentru orice x,y € R distincte si orice ¢t € (0,1) are
loc inegalitatea

flz+ (1 =t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y)

Exista o functie strict convexa f : R — R pe al carei grafic se pot gasi patru puncte care sunt varfurile unui
paralelogram? Justificati raspunsul.
(b) Se considera intr-un plan patru puncte (distincte) A, B,C, D. S& se determine

max XA+ XB.
Xe[CD]

3. Fie P, P, ... P;4 un poligon regulat cu 14 laturi. Sa se arate ca dreptele P; P3, P5s P11 si Ps Py sunt concurente.

4. Sa se determine functiile f : Z — Z pentru care
f(fm+1)+3)=m

pentru orice m € Z.

Nota. Timp de lucru - 3 ore.



Inspectoratul gcolar judetean Carag-Severin Universitatea de Vest din Timigoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXIX-a
Resita, 20-22 martie 2015

clasa a XI-a
1. Fie A € M,,(R) astfel incat A% = 2015 A. Aratati ca

Tr(A) = 2015 rang(A).

2. Determinati toate functiile surjective f : [0, 00) — [0,00) care verifica relatia

z+ f(f(2)) = 2f(z), (V) = €[0,00).

3. Fie A € M, (R) astfel incat A* = A. Aritati ca pentru fiecare « € (—2,2), matricea
Ala) = A+ A+ 1,
este inversabila.

4. Fie f : R — R. Aratati ca lim|,|_, [ f(2)| = oo daca si numai daca pentru orice multime marginita A C R,
f71(A) este tot o multime marginitd, unde f~1(A) := {x e R | f(z) € A}.



Inspectoratul gcolar judetean Carag-Severin Universitatea de Vest din Timigoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXIX-a
Resita, 20-22 martie 2015

clasa a XII-a

1. Fie f:[-2;2] — R, continua si derivabila.
Aratati cd ()t € [—2;2] astfel incat f'(to) — f2(to) < 1.

2. Gasiti solutiile complexe ale ecuatiei (#? — 2z — 1) — 2(2? — 22— 1) — 1 = .
sin”(1) , dacat#0

0 , dacat=0
Aratati ca f, este primitivabild daca si numai daca n este impar.

3. Fie f, R 5 R, f,(t) =

4. Fie (A, +,-) un inel care nu are neaparat element unitate.

a.) Fie a € A astfel incat ()b € A cu a = aba. Aratati cd (I)c € A cu a = aca si ¢ = cac. Un inel care are
aceastd proprietate pentru (V)a € A se numeste inel regulat in sens von Neumann.

b.) Aratati cd dacd A este regulat in sens von Neumann, atunci gi C'(A) este regulat in sens von Neumann,
unde C(A) = {a € Alax = za, (V)z € A}

Nota. Timp de lucru - 3 ore.
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Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXIX-a
Resita, 20-22 martie 2015

clasa a IX-a

1. Fie ABC un triunghi neisoscel, cu laturile a > b > ¢, G centrul sau de greutate, iar I centrul cercului siu

inscris. Dacd M € GIN BC, N € GINCA, iar P € GI N AB, determinati rapoartele
BM CN AP,

a) 3es NA: PB

by AN

Solutie:

a) Avem T =% (Ta+Tp+ Tc)si Tr= —“?A+abﬁfc+0?c
Un punct X apar‘glne unei drepte Y Z daca si numai daca exista o € R astfel ca P x = a7y + (1- a)?z 1p

M € GI si M € BC revine la existenta lui « si 8 astfel ca a®g+(1—a) 7 = 87 p+(1—B) 7. Alegand orig-
inea in A, conditia precedenta revine la o (%E + %ﬁ)—&—(l AB + ﬁ) = B@—s—(l—ﬁ)ﬁ.

(a+b+c

a+b+c

1p

Cum vectorii AB si AC nu sunt coliniari, obtinem § + Eller‘i)f =ps 5+ Elib‘i)cc = 1 — 3. De aici rezulta
o= Q(LE“;_C, apoi = ZQ‘Z_EZLC Rezulta ca ﬁ[]‘é i S 2p

CN _a=b AP _ c=b

Aal0g, R = (o) PG o o ettt ettt e e 1p
b) Din teorema lui Menelaus rezulta ca 4% = % .............................................. 2p
2. Fie 2015 numere reale x1, o, ..., T2015 € [3,21]. Aratati ca

8r; —21  8xy —21 8x —-21 8z —21 _ 2015
1 4 oT2 Ly STaou L S%2015 > ‘

2 2 s 2 2 =
) T3 L3015 Ty 3

Solutie:
Conditia z; € [3,21] este echivalenti cu (z; — 3)(x; — 21) < 0, adicd 27 — 24x; + 63 < 0, deci cu 8z; — 21 >

3p
Folosind aceste inegalitati si apoi inegalitatea dintre media aritmetica gi cea geometrica, avem

oa‘“ »

8w1721 8$2721
et t

2
8x2014—21 8x2015—21 1 (z Iz T3015 2015
ot - + P 23(%4— + ...+ I§)273 e e e e 4p
Egalitatea are loc daca r1 = x5 = = Z9015 € {3, 21}.

3. a) Aratati ca dacd a,b € Z sin € N, n > 2, atunci (a + b)™ — nab™ ! — b™ este divizibil prin a?.
b) Determinati ultimele patru cifre ale numarului 2103201°.

Solutie:
a) Afirmatia se poate demonstra prin inductie, folosind c&
(a+b)"™ — (n+1)ab™ —b" — (a+0b) [(a+b)" —nab" ! —b"] = —na®b" " este divizibil cu a?. .......... 2p

b) Deoarece ¢(5%) = 500, rezulti 32°1° = 315 (mod 5%).

Deoarece p(24) = 8, rezulta 3295 = 37 (mod 2%).

Atunci, cu Teorema Chinezeasci a Resturilor rezultd 32015 = 8907 (mod 10%). ...t 3p
Pe de alt parte, 3291 = 69 (mod 10?), de unde, folosind c& (21 - 100 + 3)2015 = 2015 - 2100 - 32914 + 32015 (mod
10%), rezulta 21032%1° = 2407 (mod 10%). ... oo 2p



4. La o masa rotunda sunt agezate m persoane. Fiecare dintre acestea fie spune intotdeauna adevéarul, fie
minte intotdeauna. Toate persoanele din jurul mesei fac afirmatia ca exact unul dintre cei doi vecini ai sai este
mincinos. Determinati cate dintre cele n persoane ar putea sa fie mincinosi, daca

a) n = 2015;

b) n = 2016.

Solutie:

Daca toate persoanele de la masa sunt mincinosi, conditiile sunt indeplinite, deci o variantd posibila (atat in
cazul n = 2015 cat si in cazul n = 2016) este ca in jurul mesei sd stea 7 mincinogi. ........................ 2p

Daca exista macar o persoana care spune adevarul, vecinii acestuia trebuie sa fie un mincinos si un cinstit. De
aici putem determina felul de a fi al fiecarei persoane de la masa: se obtin grupuri de forma ,,cinstit-mincinos-
cinstit”. In acest caz, la masa sunt % mincinosi, cate unul in fiecare grup. ... 3p
Aceasta situatie este insa posibild daca si numai daca n este multiplu de 3, prin urmare raspunsul este:

dacd n = 2015, la masa pot sta 2015 mincinosi (singura varianta); dacd n = 2016, la masa pot sta fie 2016

mincinogi, fie 672 MINCINOGI. .. ..ottt e e e e 2p



Inspectoratul gcolar judetean Carag-Severin Universitatea de Vest din Timigoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXIX-a
Resita, 20-22 martie 2015

clasa a X-a

1. Sa se determine cel mai mare divizor comun al numerelor

Ca016: C3016: - - Coole -
Barem de corectare:
observa ci suma numerelor este 22°1°, deci cmmdc este de forma d = 2% 2p
si cum C3g16 = 2016 = 232 - 63 rezulta ca k <5 2p
dar 2016 - C35ts = (2m + 1) - Camd ™ rezulta ca k = 5, deci d = 32 3p
total P

2. (a) O functie f : R — R se numeste strict convezd dacd pentru orice z,y € R distincte i orice ¢ € (0,1) are
loc inegalitatea

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ 1 —1)f(y).

Exista o functie strict convexa f : R — R pe al carei grafic se pot gasi patru puncte care sunt varfurile unui
paralelogram? Justificati raspunsul.
(b) Se considera intr-un plan patru puncte (distincte) A, B,C, D. S& se determine

max XA+ XB.
Xe[CD]

Barem de corectare:

a) considerd un paralelogram ABCD care ar avea varfurile pe graficul unei functii strict convexe

daca pentru abscise, x4 = min(za,zp,2c,Tp),

din 4 + z¢ = zp + xp rezultd cd v¢ = max(za, B, Tc,Tp) 2p
dar atunci din convexitatea stricta rezca yp + yp < ya + yc, contradictie 1p
b) din inegalitatea normelor deduce cé functia f : [0,1] — R,

ft)=XA+ XB(X = (1 —1t)C +1tD) este convexa,

astfel ca valoarea maxima se tinge pentru unul din capetele intervalului 2p
astfel obtinem maxz(AC + BC, AD + BD) 2p
total p

3. Fie P, P, ... Pj4 un poligon regulat cu 14 laturi. Sa se arate ca dreptele P; P3, PsP;1 si PsPy sunt concurente.



Barem de corectare:

considera afixele punctelor Py de forma Py (zF~1),

unde z este o radacina primitiva de ordinul 14 a unitatii 1p
pentru puncte A, B, C, D cu afixele de modul 1,

obtine c& afixul punctului de intersectie al dreptelor AB si C'D este W 3p
determing afixul punctului de intersectie al lui Py P; cu PsPq: wy = % 1p
determing afixul punctului de intersectie al lui Py P3 cu PsPy: wo = % 1p
folosind 27 = —1, aratd ci wy = wa, de unde rezulta concluzia 1p
total P

4. Sa se determine functiile f : Z — Z pentru care
f(fim+1)+3)=m

pentru orice m € Z.

Barem de corectare:

aratd ca f este bijectiva

obtine ca f(k+2) = f(k)+2,(V)k e Z

deduce ca f(2k) = f(0) + 2k, f(2k+1) = f(1) + 2k, (V)k € Z 51 2 J(f(0) — f(1))
daca 2|f(1) otine 0 = f(f(1) +3) = 2f(1) + 2, de unde f(1) = —1, absurd

daca 2|f(0) obtine ca f(0) + f(1) = -3

verifica ca conditia precedentd este si suficienta

2p
Ip
1p
1p

1p

total

P



Inspectoratul Scolar Judetean Carag-Severin Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul Interjudetean de Matematica

”Traian Lalescu”
Editia a XXIX-a
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clasa a XI-a

Problema 1.
Noteaza rang(A) = r si descompune A = BC, unde B € M,,,(R), C € M, ,(R) cu

rang(B) =1ang(C) =T ..o (2p)
Rescrie relatia din ipoteza sub forma BCBC = B(20151,)C si deduce relatia

(B'B)(CB)(CC") = (B'B)(2015L.)(CC") (8) @t (2p)
Din rang(B'B) = rang(B) = r, respectiv rang(CC*) = rang(C) = r, deduce

B'B,CC" € M,(R) inversabile gi rescrie (&) sub forma CB = 20151, ............ (2p)

Obtine Tr(A) = Tr(BC) = Tr(CB) = Tr(20151,) = 2015 r = 2015 rang(A) .. (1p)

Problema 2.
Arata ca f este injectiva, ceea ce implica f bijectiva. Utilizand relatia din ipoteza
deduce ca f~1:[0,00) — [0, 00) verifica

W) +y=2"(y), (V)y € [0,00),

adica exact aceeasi relatie verificata de f ....... .. .. . (1p)
Noteaza f(™ := fofo---of, iterata de ordinul n € N, unde f©(z) := z, (V)z € [0, 00)
si obtine recurenta

FO (@) + f (@) = 2/ (@), (V)z € [0,00), (V)n > 1

.................................................................................. (1p)
Deduce f™+9)(z) — fM(z) = f(x) — 2, (V)x € [0,00), (¥)n > 0 si obtine relatia
fO (@)= f(x)+(n—D[f(z)—z], Mz ec[0,00), (V)n>1 (M) oo (1p)
Obtine f(x) > z,(¥)x € [0,00) (#) astfel: presupune ca (I)zy € [0,00) pentru
care f(rg) < o si deduce din relatia (#) ci lim, ,o f™(79) = —oo, in contradictie
ctl F(20) >0, (V)0 €N oo (2p)
Aplicand procedeul anterior, de aceastd datd functiei f~1, deduce f~1(y) >y, (V)y €
[0,00) si obtine x > f(z), (V)x € [0,00) (44)
Din relatiile (¢) si (¢4), obtine f(x) = z, (V)x € [0, 00), functie care evident verifica
relatia din IpOteza ... ... (2p)

\—/93(.’



Problema 3.
Pentru o matrice arbitrara M € M, (R), notam o(M) = {A € C | det(M —

Il B R

SNl >

Fie A € 0(A) Cc C = (X € M,1(C), X # (0,...,0)" astfel incat AX = \X =

XA =AX! = XA =2AX = XAX=AXX=>XAX=2XX (#) ....... (2p)
Obtine X'XeR \ {0} prin calcul direct si respectiv X'AX € R deoarece At = A si
astfel X'AX = X'AX = (X'AX)' = X AX =X AX oo (2p)
Din relatia (#) deduce A € R = X € R si concluzioneaza ca o(A) CR ........ (1p)

A(a) inversabild < det(A(a)) #0 < 0 ¢ o(A(a)) = {2 +aX+1|Aea(4)} (1p)
Presupune ca (3)ag € (—2,2) astfel incat 0 € o(A(ag)) = (I)A € 0(A) C R astfel
incat A2 + apA + 1 =0, in contradictie cu A =02 =4 <0 .....cooviiiiin... (1p)

Problema 4.
” =7 Considera A C R marginita si presupune f~!(A) nemarginita. Deduce ca exista

(Zn)nen C FTHA) cu limy, oo |Tn] =00 oo e i (1p)
Din lim; - | f(2)| = 00, deduce (f(2n))nen nemarginit, in contradictie cu faptul ca
(F(mn))nen C A o (2p)
7 <7 Negand lim,| o | f(2)| = 00, deduce (I)gy > 0 astfel incat (V)n € N, (I)z,, € R,
astfel Incat |z,| > n st |f(@n)] <o oo (2p)

Deduce cd multimea f~!([—&g,&o]) este nemarginita, in contradictie cu ipoteza. (2p)



1.)

Problema

Fie f:[-2;2] — R, continui.

Aritati ca ()t € [—2;2] astfel incat f/(to) — f2(to) < 1.

Solutie

Presupuneti prin reducere la absurd ca f/(t) — f2(t) > 1,Vt € [~2;2] 1pct

Rescrieti inegalitatea ca % >1 2 pct
Integrati de la -2 la 2 si obtineti arctan(f(2)) — arctan(f(—2)) >4 2pct
Absurd, cici arctan(z) — arctan(y) < 7, (V)x,y € R 2pct
Problema

Gasiti solutiile complexe ale ecuatiei (2% —2x—1)2—2(2?—22—1)—1 = .
Solutie

Fie f:R >R, f(x) =22 -2z -1
Observam ca daca f(z) =z = f(f(x)) =z,
Gasim solutiile ecuatiei f(z) = x, 3+v13 si 3—7\/5’ orice polinom avand
puncte fixe in C 2pct
Scrieti(z? =2z —1)2 —2(z? -2z - 1) - 1=z &

&gt — 423 4+ 72 + 2 = 0 cu solutiile

= % sizg = 3_27@ si determinam celelalte 2 rad&cini 3pct

2 pct

1

Problema
. sin™(1) ift#£0
Flefn:R%R,fn(t):{O () ifti()

Aratati ca f, este primitivabila dacd si numai daca n este impar.

Solutie
Fie g, : R — R,
son—1/1y ian+11 s
n(t) = nsin™"(3) = (n 4 1)sin" T4 %ftyéO -
0 ift=0
on—1/1 271 cont1/1 .
nsin™" " (3)cos?(;) —sin""(;) ift#£0
{ 0 if1=0 2pet
FieG,:R—=R .
_f t*sin"(3)cos(3) ift#0
Gn(t) = { 0 10 2pct
Aratati ca G e derivabila si
o J 2tsin™(§)cos(3) ift#0
Gn(t) - { 0 ift=0 gn(t)
unde u, : R = R,
_f 2tsin™(§)cos(}) ift#0
unlt) =1 g ift=0
e continua.
Deci g,, e primitivabila. 1 pct

Demonstrati prin inductie enuntul. (lpct pentru fiecare din cazurile n
par, respectiv impar)



4.) Porblema
Fie (A, +,-) un inel care nu are neapirat element unitate.

a.) Fie a € A astfel incat (3)b € A cu a = aba. Aratati cd ()c € A
cu a = aca si ¢ = cac. Un inel care are aceasta proprietate pentru
(V)a € A se numeste inel regulat in sens von Neumann.

b.) Aratati cd dacd A este regulat in sens von Neumann, atunci gi C'(A)

este regulat in sens von Neumann, unde C(A) = {a € Alax =
za, (V)x € A}.
Solutie
i.) Gasiti ca ¢ = bab 1 pet
Verificare 1 pct

ii.) Fieae Ca)siz e A
Cu notatiile de la i.) aveti
a = aba = a®b, ¢ = cac si a = aca.

Aratéti ca c € C(A) 2pct
zba — bax ael(4) zba — bxa = xba — braba = xba — abaxrb = xba — axb =
zba — xba =0 2pct
cx — xc = babx — xbab = babx — baxb = b(abx — axb) =

b(bax — xba) = b0 =0 Ipct



