Inspectoratul scolar judetean Carag-Severin Universitatea de Vest din Timigoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXIX-a
Resita, 20-22 martie 2015

clasa a V-a

Problema 1. Cate din submultimile nevide ale lui A = {2,3,4,5,6} au produsul elementelor divizibil cu 47

Problema 2. De cate ori Pinocchio spune o minciuna, nasul sau creste cu 1cm. Cand Pinocchio spune
adevarul, nasul sau se scurteaza cu 2 mm. Pentru a nu ramane fara nas, Pinocchio este foarte atent s nu spuna
adevarul daca nasul sau a ajuns sa aiba 2 mm. Dupa ce a facut 2015 afirmatii, Pinocchio a constatat ca nasul i
s-a lungit cu 5cm. Cate minciuni a spus Pinocchio?

Problema 3. In jurul unei mese rotunde stau sase persoane. Unele spun mereu adevarul, celelalte spun mereu
minciuni. Referindu-se la cele doua persoane intre care este agezatd la masa, fiecare din cele sase persoane de
la masa declara

,,Eixact unul din cei doi vecini ai mei este mincinos.”

Cati mincinosi pot fi printre cele sase persoane de la masa?

Problema 4. Numim palindrom un numér care se citeste la fel de la dreapta la stanga ca si de la stanga la
dreapta. De exemplu, 8970798, 3443 si 7 sunt palindromuri.

a) Gasiti toate scrierile posibile ale lui 108 ca suma a doud palindromuri.

b) Gasiti toate scrierile posibile ale lui 123 ca suma a doud palindromuri.

c) Aritati ci orice numar de forma lab care este divizibil cu 11 se poate scrie ca suma de dou# palindromuri in
cel putin trei moduri.

d) Demonstrati ca un numir de forma lab care nu este divizibil cu 11 se poate scrie ca suma de dous palindro-
muri in cel mult doua moduri.

(Doua scrieri care diferd numai prin ordinea termenilor vor fi considerate o singura data.)

Timp de lucru: 2 ore + 30 min pentru intrebari



Inspectoratul gcolar judetean Carag-Severin Universitatea de Vest din Timigoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXIX-a
Resita, 20-22 martie 2015

clasa a VI-a

1. Veveritele Chip si Dale au descoperit saculetul cu alune al lui Donald Duck si au decis ca alunele trebuie
carate in scorbura lor. Ele au mers pe rand la saculet si au luat cateva alune pe care le-au dus la scorbura, apoi
s-au Intors dupa altele, repetand acest du-te-vino de mai multe ori.

Prima a fost Chip, care a luat din sdculet o aluna, apoi Dale a luat doua alune. Luandu-se la intrecere, la
intoarcere Chip a luat trei alune, apoi Dale patru, s.a.m.d., de fiecare data fiecare luand cu cate o aluna mai
mult decat cealaltd, pand cand au golit siculetul (atunci cand in sac au r&mas mai putine alune decit ar fi
urmat s ia, ultima veverita le-a luat pe toate).

La sfargit au constatat ca una dintre ele a carat la scorbura 111 alune. Care veveritd a carat mai multe alune?
(Justificati raspunsull)

2. Aflati cel mai mare element al multimii:

M ={n e N | n are cifrele distincte, iar 9n are cifrele egale}.

3. Un numaér natural este ”cool” daca se divide cu cubul sumei cifrelor sale. De exemplu 200 este un numar
cool, deoarece se divide cu 8 (= (2 + 0+ 0)3).

a) Demonstrati ca daci un numar cool se divide cu 3, atunci el se divide cu 729.

b) Gasiti un numar cool de forma 800...01 (care are prima cifra 8, ultima cifra 1, iar restul cifrelor 0).

c¢) Existd n € N astfel incat atat n cat si n + 1 sa fie numere cool?

4. Bisectoarele [BD], [CE] si indltimea [AM] ale triunghiului ABC (D € (AC),E € (AB),M € (B(C)) sunt
concurente. Notam cu P intersectia dreptelor AM si DE. Demonstrati ca:

a) [M A este bisectoarea unghiului ZDME.

b) P este mijlocul segmentului [DE].

Subiect elaborat de conf. univ. dr. Dorel Mihet

Timp de lucru: 2 ore + 30 min pentru intrebari
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clasa a VII-a

1. In figura de mai jos ABC si CDE sunt triunghiuri dreptunghice congruente, care au catetele [AC] si [DE]
de lungime a, catetele [AB] si [DC] de lungime b si ipotenuzele de lungime c.

Exprimand aria trapezului ABED ca suma a ariilor triunghiurilor ABC, CDFE si BCFE, deduceti teorema lui
Pitagora.

2. In drum spre scoald Andrei si Cristi, olimpicii clasei a VII-a A, au avut urmatorul dialog (din care au fost
omise intentionat cateva detalii):

,,A: Stiai ca numarul 229 are cifrele distincte?

C: Nu, nu gtiam. Inseamn# ci multimea cifrelor lui 229 este ...

A: Ai dreptate! Cum ai reusit sa afli cifrele atat de repede?

C: 210 = 1024, deci 2?° are cel putin 9 cifre. Avand cifrele distincte, am dedus c# el are ... . Apoi am aflat
restul impartirii ...”

Puneti-va in locul lui Cristi: deduceti (fara a calcula 229) care este multimea cifrelor numarului 229 si explicati-i
lui Andrei cum ati gasit aceastd multime, argumentand fiecare afirmatie.

3. Fie M multimea tuturor numerelor de forma
T1T2 + X374 + T5Te + ... + T2015720165

unde 1,Z2,...,22015, L2016 € {\/i —1, \/i—l— 1}.
a) Demonstrati ca 1012 gi 2016 sunt elemente ale lui M.
b) Cate elemente are multimea M N Q?

4. Se considera trapezul ABCD, cu AB||CD si AB > CD.

a) Fie F un punct pe (AB) si DENAC = {P}, CENBD = {Q}. Demonstrati cd PQ||AB daci si numai dacé
E este mijlocul lui [AB].

b) Folosind doar o rigld negradati, construiti un segment [XT], cu X € (AD),T € (BC), care sa fie impartit de
diagonalele trapezului in trei parti egale (daca [XT|N[AC] = {Y'}, [XT|N[BD] = {Z}, atunci XY =Y Z = ZT).

Subiect elaborat de conf. univ. dr. Dorel Mihet

Timp de lucru: 3 ore
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clasa a VIII-a

1. Un plan 7 intersecteaza muchiile laterale ale unei piramide patrulatere regulate VABCD in punctele M €
(VA), Ne (VB), P e (VC) si Q € (VD, astfel incat

VM
MA

VN VP
— =3, —= =2015.
9 NB 9

21
rc

Determinati valoarea raportului
Ve
QD

2. a) Aratati ca pentru orice numere pozitive a, b are loc inegalitatea

a3+b3> a+b 3.
2 =\ 2

b) Fie a,b,c > 0 cu proprietatea ca abc = 2015. Aratati ca

(a+0b)? N (a+¢c)?  (b+c)? < 2(va+ Vb + /)
ad + b3 a® + c? bd+c3 2015 .

3. Fie multimile A = {31a + 65b|a,b € Z}, B = {3la + 65b|a,b € N*} i C = {13a + 31b| a,b € N}.
a) Aratati ca A = Z.

b) Aratati ca 2015 ¢ B, dar NN [2016,00) C B.

¢) Determinati maz(N\ C).

4. Fie ABCD un patrulater inscriptibil, I € AC' N BD - intersectia diagonalelor sale, iar P ¢ (ABC') un punct
oarecare.
a) Exprimati lungimea segmentului [AI] in functie de cele ale laturilor gi diagonalelor patrulaterului ABCD.
b) Aratati ca
AC BD
AB-AD+CB-CD BA-BC+DA-DC’

c) Aratati ca
CI Al DI BI
2 - —_— 2 Pppe—— 2 - —_—— 2  —_——
PA?. 22 4+ PC?- 55 = PB® - o 4+ PD? - .
d) Aratati ca
PA?. A(BCD) + PC? . A(ABD) = PB? - A(ACD) + PD?. A(ABC).

Nota: Timp de lucru - 3 ore



Problema 1. Céte din submultimile nevide ale lui A = {2,3,4,5,6} au produsul elementelor divizibil cu 47
Solutia 1:

Pentru a avea produsul elementelor divizibil cu 4, submultimile cautate trebuie fie sa il contina pe 4, fie, daca

nu 1l contin pe 4, atunci sa contingd gi pe 2 §1 Pe 6. ..ottt 3p
Sunt 16 submultimi care 1l contin pe 4. ... ... 1p
Sunt 4 submultimi care contin gi pe 2 gi pe 6, dar N i Pe 4. ..ot 1p
In final, gasim 16 + 8 — 4 = 20 de submultimi cu proprietatea cautata. ............... ... L. 2p

Solutia 2:
Se scriu cele 31 de submultimi nevide ale lui A i se verifica pe rand daca au proprietatea dorita.
Barem la Solutia 2:

Omiterea unei/unor submultimi va fi depunctata cu cel putin 2p si cu semnificativ mai mult daci nu se vede
niciun mod sistematic de enumerare a submultimilor.

Problema 2. De cate ori Pinocchio spune o minciuna, nasul sau cregte cu 1cm. Cénd Pinocchio spune
adevarul, nasul sau se scurteaza cu 2mm. Pentru a nu ramane fara nas, Pinocchio este foarte atent s nu spuna
adevarul daca nasul sau a ajuns sa aiba 2 mm. Dupa ce a facut 2015 afirmatii, Pinocchio a constatat ca nasul i
s-a lungit cu 5cm. Cate minciuni a spus Pinocchio?

Solutia 1:

Cresterea de 5cm a fost provocata de 5 minciuni, celelalte 2010 afirmatii neavand niciun efect. ........... 1p
Observam ca 5 afirmatii adevarate contrabalanseaza o minciuna.......... ... ... o i, 2p
Daca printre cele 2010 afirmatii rimase am avea 335 de minciuni, am putea grupa cele 2010 afirmatii ramase in
grupe de 6: 5 afirmatii adevarate cu o minciuna. Efectul fiecirui grup de afirmatii asupra nasului lui Pinocchio

este 0. Sunt 335 de asemenea grupe, deci Pinocchio putea spune 5 4+ 335 de minciuni. ..................... 2p
Aceasta este gi singura varianta posibild: mai multe minciuni ar duce la un nas mai lung, mai putine minciuni,
Ja UN TGS MAT SCUTT. .« ottt et ettt e ettt e ettt e ettt e e et e e e et 2p

Solutia 2:

Fie M numarul minciunilor spuse de Pinocchio. Celelalte 2015 — M afirmatii ale sale au fost adevarate, deci
nasul lui Pinocchio a crescut cu 10M milimetri gi s-a micgorat in total cu 2(2015 — M) milimetri. ......... 4p
Avem agadar 10M — 2(2015 — M) = 50, de unde M = 340. Asadar, Pinocchio a spus 340 de minciuni...... 3p

Problema 3. In jurul unei mese rotunde stau sase persoane. Unele spun mereu adevarul, celelalte spun mereu
minciuni. Referindu-se la cele doua persoane intre care este agezata la masa, fiecare din cele sase persoane de
la masa declara

,,Exact unul din cei doi vecini ai mei este mincinos.”

Cati mincinosi pot fi printre cele sase persoane de la masa?

Solutie: La masa ar putea sta 6 mincinosi: fiecare ar avea doi vecini mincinosi si afirmatia ,,Exact unul din cei
doi vecini ai mei este mincinos.” ar fi o minciuna pentru ca fiecare din ei are nu unul, ci doi vecini mincinosi.
Asadar, la masa ar putea sta 6 MINCINOSI. . . . ..ttt ettt e e e e 2p
Dacd la masa nu sunt doar mincinogi, ne uitidm la o persoand, A;, care spune adevarul. Ea are un vecin
mincinos, M7, si unul care spune adevarul, As. Vom arita ca singurele persoane care spun adevarul sunt A; si
Ay. As are deja un vecin care spune adevarul, A; si, cum afirmatia facuta de el este adevarata, celalalt vecin
al sau trebuie sa fie un mincinos, Ms. Acesta, Ms, are un vecin care spune adevarul. Daca celalalt vecin ar fi
un mincinos, atunci afirmatia lui My ar fi adevarata. Dar M; este mincinos, deci celalalt vecin al lu My trebue
sa fie o persoana care spune adevarul, Az. La fel, celdlalt vecin al lui M; trebuie sa fie o persoana care spune
adevarul, A4. Configuratia gisita (vezi figura) verificd si ea conditiile din enunt, deci este posibil i ca printre



cele sase persoane de la masa sa fie doi MININOSI. ...ttt e e 5p
In concluzie, la masa pot fi doi sau gsase mincinosi.

M- 1 *‘7\12

A, A,

Problema 4. Numim palindrom un numar care se citeste la fel de la dreapta la stdnga ca si de la stanga la
dreapta. De exemplu, 8970798, 3443 si 7 sunt palindromuri.

a) Gasiti toate scrierile posibile ale lui 108 ca suma a doud palindromuri.

b) Gasiti toate scrierile posibile ale lui 123 ca suma a doud palindromuri.

c) Aritati ci orice numar de forma lab care este divizibil cu 11 se poate scrie ca sums de dous palindromuri in
cel putin trei moduri.

d) Demonstrati c& un numir de forma 1ab care nu este divizibil cu 11 se poate scrie ca sumé de doui palindro-
muri in cel mult doud moduri.

(Doud scrieri care diferd numai prin ordinea termenilor vor fi considerate o singurad data.)

Solutie:

a) Numarul 108 nu se poate scrie ca suma a doud palindromuri de cate doud cifre pentru ca o asemenea suma,
aa + bb = 11(a + b) este divizibila cu 11 pe cAnd 108 nu este. Daca unul din palindromuri este de trei cifre, el
poate fi numai 101. Obtinem 108 = 101 4 7. Mai sunt posibile scrieri de forma a + bb. Trebuie b = 9 si atunci
a=9: 108 =9+ 99. In concluzie, 108 = 101 + 7 = 99+ 0. .. rrrmmee et 1p
b) Numsdrul 123 nu se poate scrie ca suma a doud palindromuri de cate doua cifre pentru ci o asemenea suma,
@a + bb = 11(a + b) este divizibild cu 11 pe cand 123 nu este. Daca unul din palindromuri este de trei cifre, el
poate fi numai 101, 111 sau 121. Obtinem 123 = 101 + 22 si 123 = 121 + 2. Nu sunt posibile scrieri de forma
123 =a 40D < 10+ 100 = 110. « .o e e 1p
c¢) Multiplii de 11 de forma 1ab sunt 110, 121, 132, 143, 154, 165, 176, 187 si 198. Fiecare din aceste numere se
scrie ca suma de doud palindromuri in cel putin trei moduri. Prezentadm mai jos toate scrierile posibile. (Pentru
fiecare din aceste numere este insd suficienta prezentarea a trei asemenea scrieri.) 110 = 11 499 = 22 + 88 =
334+77=44466 =55+55=10149; 121 =22499 =334+88 =444+77=554+66 =121 +0; 132 =33 +99 =
44+ 88 =55+ 77=66+66 =131 +1 =121+ 11; 143 =44 +99 =55+ 88 =66 + 77 = 141 + 2 = 121 + 22;
1564 =554+99 =664+88 =774+ 77 =151+ 3 = 121 + 33; 165 = 66 + 99 = 77 4 88 = 161 + 4 = 121 + 44;
176 =774+99 =88+4+88=1714+5=121455; 187 =88+99 = 18146 =121 +66; 198 =99+ 99 =191+ 7 =

P 2p
d) In functie de numarul de cifre al celor doua palindromuri, sunt patru tipuri de scriere: Tcl + dd, 99 + d,
Tl d SICCHdd. oo 1p

Ultima scriere duce la o sumi 11¢ + 11d = 11(c + d) divizibild cu 11, deci ea nu trebuie luata in calcul.

Daci un numsr de forma lab, nedivizibil cu 11, are o scriere de un anumit tip, acea scriere este unici, cifrele
¢, d fiind unic determinate. Cum 99 + d’ < Tcl + dd, un numir nu poate avea atat scriere de forma 99 + d’, cat
si scriere de forma Icl + dd, deci poate avea cel mult dousl scrieri............ovviiiii i, 2p



Clasa a VI-a: SOLUTII ST BAREME

1) Veveritele Chip si Dale au descoperit saculetul cu alune al lui
Donald Duck si au decis ca alunele trebuie carate in scorbura lor. Ele
au mers pe rand la saculet si au luat cateva alune pe care le-au dus
la scorbura, apoi s-au intors dupa altele, repetand acest du-te-vino de
mai multe ori.

Prima a fost Chip, care a luat din saculet o aluna, apoi Dale a luat
doua alune. Luandu-se la intrecere, la intoarcere Chip a luat trei alune,
apoi Dale patru, s.a.m.d., de fiecare data fiecare luand cu cate o aluna
mai mult decat cealalta, pana cand au golit saculetul (atunci cand in
sac au ramas mai putine alune decat ar fi urmat sa ia, ultima veverita
le-a luat pe toate).

La sfarsit au constatat ca una dintre ele a carat la scorbura 111
alune. Care veverita a carat mai multe alune? (Justificati raspunsul!)

Dorel Mihet,

Solutie

Nu stim care dintre veverite a dus la scorbura 111 alune. Vom analiza
pe rand cele doua posibilitati:

a) Chip a carat 111 alune.

In acest caz veverita care a golit saculetul a fost Chip.

intr—adevz‘ir, sa observam ca suma unor numere impare consecutive
incepand cu 1 este patrat perfect:

1+3=2% 14345=9=23% 14+34+5+7=16=42._.,
14+34+5+..+19=100,1+3+5+...+21 =121 = 11°...

................................................................... 1p
Cum Chip a carat 111 alune, iar 111 nu este patrat perfect, rezulta

ca ea a golit saculetul, carand pe rand 1,3,5,...,19,11 alune. ...... 2p
La randul ei, Dale a carat 24+4+8+...+20=2- L;l = 110 alune,

deci Chip a carat mai multe alune. ................................ 1p
b) Dale a carat 111 alune.

In acest caz siculetul a fost golit de Dale (in caz contrar ea ar fi

carat un numar par de alune).......... ..., 1p
Asgadar Dale a carat pe rand 2, 4, ..., 20, 1 alune, iar Chip 1, 3, 5, 7,
9, ..., 19, 21 alune. Deci Chip a adus la scorbura 121 alune. ....... 2p

Raspuns: cea mai "harnica” veverita a fost Chip.

2) Aflati cel mai mare element al multimii:
M = {n € N| n are cifrele distincte, iar 9n are cifrele egale}.

Dorel Mihet,
Solutie

Fie n un numar arbitrar din M. Observam ca:
1



1) n are cel mult 10 cifre (deoarece are cifrele distincte), deci 9n are

cel mult 11 cifre. ... ... . 1p
2) 9n nu are toate cifrele egale cu 9, deoarece atunci n are toate
cifrele 1. ... 1p
Asadar, daca n € M atunci 9n < 88...8, adica n < w. ....2p
cifre
Pe de alta parte, facand impér‘girezt 888888888 : 9 obtinem numarul
OB T05432 . o e 1p.
Cum numarul 98765432 are cifrele distincte, el apartine multimii M,
deci este cel mai mare element al acestei multimi. ................ 1p

3) Un numar natural este ”cool” daca se divide cu cubul sumei
cifrelor sale. De exemplu 200 este un numar cool, deoarece se divide
cu8 (= (2+0+0)>).

a) Demonstrati ca daca un numaér cool se divide cu 3, atunci el se
divide cu 729.

b) Gasiti un numar cool de forma 800...01 (care are prima cifra 8,
ultima cifra 1, iar restul cifrelor 0).

c) Exista n € N astfel incat atat n cat si n + 1 sa fie numere cool?

Dorel Mihet,

Solutie
a) Fie n un numar cool si s(n) suma cifrelor sale. Daca n se divide
cu 3, atunci s(n) se divide cu 3, i cum n se divide cu s(n)?, el se va

divide cu27. ... 1p
In particular, n se divide cu 9, deci s(n) se divide cu 9........... 1p
Asadar n se divide cu 9 =729, ... ... .. 1p

b) Efectuam succesiv impartirile:
801 : 729; 8001 : 729; 80001 : 729; ...; 80000000001 : 729.

Ultima impartire se face exact, catul fiind 109739369............... 2p

c¢) De la b) stim ca 80000000001 (cu 9 cifre de 0) este numar cool.
Cum numérul 80000000000 (=2'3 - 519) se divide cu 8% = 2%, rezulta ca
n = 80000000000 si n + 1 = 80000000001 sunt numere cool. ....... 2p

4) Bisectoarele [BD], [CE] si inaltimea [AM] ale triunghiului ABC
(D € (AC),E € (AB),M € (BC)) sunt concurente. Notam cu P
intersectia dreptelor AM si DE. Demonstrati ca:

a) [M A este bisectoarea unghiului ZDME.

b) P este mijlocul segmentului [DE].

Kok

Solutie
a) Din faptul ca bisectoarele unui triunghi sunt concurente deducem
ca ZBAM = ZCAM: daca I este punctul de intersectie a bisectoarelor



3

[BD] si [CE], atunci [AI) este bisectoarea unghiului A al triunghiului
ABC, deci [AM] este cea de-a treia bisectoare. ................... 1p
Rezulta ca AAMB = AAMC (CU). oooiiiiiii 1p
Acum putem demonstra ca [M A este bisectoarea unghiului ZDME
in mai multe moduri:
Metoda I. Incadram unghiurile ZEMA si ZDMA in ANAEM si
NADM, despre care aratam ca sunt congruente.
ANAMB = AAMC = AB = AC,m(£LABC) = m(£LACB) ...... 1p
Observam apoi ca ABEC = ACDB (ULU), deci BE =CD ...1p
Rezulta ca EFA = AD (diferenta de segmente congruente), deci

ANAEM = AADM (LUL) oo 1p
Din aceasta congruenta deducem ca /ZEMA=/DMA ......... 1p
Metoda a Il-a. Din AAMB = AAMC rezulta ca BM = MC si

M(LABC) = m(LACB) ..o 1p
Rezulta ca ABEC = ACDB (ULU),deci BE=CD........... 1p

Atunci ABME = ACMD (LUL), deci ZBME = ZCMD...... 1p
Complementele acestor unghiuri sunt si ele egale, deci ZEMA =
DM A 1p
b) AAEP = ANADP (LUL),deci EP =DP.................... 1p

Observatie. Proprietatea de la a) are loc chiar daca [BD] si [CE]
sunt ceviene oarecare care se intersecteaza pe inaltimea din A.



Clasa a VII-a: SOLUTII si BAREME

1) In figura de mai jos ABC si CDE sunt triunghiuri dreptunghice con-
gruente, care au catetele [AC] si [DE] de lungime a, catetele [AB] si [DC]
de lungime b si ipotenuzele de lungime c.

Expriméand aria trapezului ABED ca suma a ariilor triunghiurilor ABC,
CDE si BCFE, deduceti teorema lui Pitagora.

Folclor
Solutie
Din congruenta celor doua triunghiuri rezulta
m(£LDCE) +m(LACB) = m(£LDCE) + m(£LDEC) = 90°,
deci ABCFE este dreptunghic isoscel. ......... ... it 2p
2
Aria trapezului ABED este Agspgp = (AB—H;E)AD — (“ng) .......... 1p
Pe de alta parte,
ab 2
Aapep = Aapc + Acpe + Apce =2 5 t3
........................................................................ 2p
Asadar a® + 2ab+ b? = 2ab+ 2, adici a®> + b2 =c® ... ... 2p

(Aceasta demonstratie a teoremei lui Pitagora ii apartine lui James A.
Garfield, al 20-lea Pregedinte al SUA.)

2) In drum spre scoald Andrei si Cristi, olimpicii clasei a VII-a A, au avut
urmatorul dialog (din care au fost omise intentionat cateva detalii):

,,A: Stiai c& numarul 2% are cifrele distincte?

C: Nu, nu gtiam. Inscamni ci multimea cifrelor lui este ...

A: Ai dreptate! Cum ai reusit s afli cifrele atat de repede?

C: 210 = 1024, deci 2%” are cel putin 9 cifre. Avand cifrele distincte, am
dedus céa el are ... . Apoi am aflat restul impartirii ...”
Puneti-va in locul lui Cristi: deduceti (fara a calcula 22%) care este multimea
cifrelor numarului 229 i explicati-i lui Andrei cum ati gésit aceastd multime,
argumentand fiecare afirmatie.

229

Dorel Mihet,
Solutie
Vom arita ci multimea cifrelor lui 222 este {0,1,2,3,5,6,7,8,9}. Urmand
rationamentul lui Cristi, aceastd multime poate fi dedusa astfel:

1. 219 = 1024, deci 2% are cel putin 9 cifre.
1



Intr-adevar: 229 = 210.210.99 5 1000 - 1000 - 500 = 5 - 108.

2. Avand cifrele distincte, 2% are exact 9 cifre. Intr-adevir:

- un numar cu cifre distincte are cel mult 10 cifre ................. ... 1p

- daci ar avea 10 cifre, atunci acestea ar fi 0, 1, ... 9, deci 22 ar fi multiplu
de 9, ceea ce este absurd. ... 2p

Trebuie deci s& determinim cifra care nu apare printre cifrele lui 229.

3. In acest scop aflim restul impartirii lui 229 1a 9.

Putem proceda de exemplu astfel: 2'9 = 1024 = 9k —2 = 220 = 49 + 4 si
29 =512=p9 —1. Deci 222 = (u9+4)- (9 —1)=p9—4 ............. 2p

(Altfel: 229 =22.227=4.89 =4.(9 - 1) =4(9% — 1) =9 — 4)

4. 0+14...49 =45 se divide cu 9. Pentru a obtine un multiplu de 9
minus 4 trebuie deci sa eliminam cifra 4. ............. ... .. ... ... 2p

Observatie: 227 = 536870912.

3) Fie M multimea tuturor numerelor de forma
T1X2 + T3T4 + T5T6 + - .. + T201572016,

unde 1,22, . .., T2015, T2016 € {V2 — 1,v2 + 1},
a) Demonstrati ca 1012 si 2016 sunt elemente ale lui M.
b) Cate elemente are multimea M N Q7?7

Olimpiada Brazilia (adaptare)

Solutie
a) Suma are 1008 termeni, fiecare termen fiind sau (v/2 — 1)? = 3 — 2/2,
sau (vV2+1)2=34+2v2,sau (vV2—-1)(vV2+1)=1.....coooiiiiii ... 1p

1012=(V2-1)2 4+ (V2+ 1>+ (V2 - 1)(V2+ 1) +... + (V2 -1)(V2+ 1)

1006 termeni

Deoarece (v2 — 1)2 + (v/2 4+ 1)2 = 6, pentru a obtine 2016 vom folosi k
sume (v2 —1)2 + (v/2 + 1)? i 1008 — 2k numere (v/2 — 1)(v/2 + 1).
Din 6k + 1008 — 2k = 2016 obtinem k = 252, deci
2016 = [(V2 - 1)+ (V2+ D +... + (V2 - 12+ (V2 + 1) +
252 terment

V2-1D)(WV24+ 1) +... +(V2-1)(V2+1)eM

504 termeni

b) Fie a € M. Atunci a este suma a k numere 3 — 2\/5, [ numere 3 + 2v/2
$1 1008 — (k+1) de 1, unde k,1 > 0 si k41 < 1008, deci

a=k(3—2v2)+1(342V2) + 1008 — (k+1) = 1008 4+ 2(k + 1) + 2(1 — k)V2

........................................................................ 1p
Deci a este rational daca si numai dacal==Fk. ....................... 1p

Cum 0 < k < 504, M NQ = {1008 + 4k| 0 < k < 504}, deci M NQ are
505 elemente. . . ... 1p



4) Se considera trapezul ABCD, cu AB||CD si AB > CD.

a) Fie E un punct pe (AB) si DE N AC = {P}, CEN BD = {Q}.
Demonstrati ca PQ||AB daca si numai daca E este mijlocul lui [AB].

b) Folosind doar o rigla negradata, construiti un segment [X77], cu X €
(AD),T € (BC), care sa fie impartit de diagonalele trapezului in trei parti
egale (daca [XT]N[AC] = {Y},[XT| N [BD] = {Z}, atunci XY =YZ =
Z7).

Dorel Mihet

Solutie

a) Din ABJ|/CD rezulta g—g = % si g—g = 8—5 ...................... 2p

Pe de alta parte, PQ||AB < PQ|DC, iar din teorema lui Thales si
reciproca sa,

PE QE
& === .

PD QC

Deci AE = EB < PQ||AB.

(Daca se demonstreaza separat implicatiile AE = EB = PQ|AB si
PQ||AB = AE = EB, fiecare implicatie se apreciaza cu 2p)

b) Folosind teorema lui Steiner, construim cu rigla mijlocul lui [AB]: daca
ADNBC ={U} si ACN BD = {0}, atunci dreapta UO intersecteaza AB
in mijlocul M al lui [AB]. ..o 1p

Construim apoi cu rigla punctele Y, Z, {Y} = DM N AC, {Z} = CM N
BD, dupa care punctele X, T, intersectiile dreptei YZ cu AD si BC. ..1p

Segmentul [XT] este impartit de diagonale in trei parti egale.

Intr-adevir, de la punctul a) stim c& Y Z||AB. Rezulti ci

XYy DY YZ
AM DM MB
deci XY =YZ, silafel YZ =ZT.. ... i 1p
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Solutii si barem la clasa a VIII-a

1. Un plan 7 intersecteaza muchiile laterale ale unei piramide patrulatere regulate VABCD in punctele M €
(VA), Ne (VB), P e (VC)si Q € (VD, astfel incat

VM VN VP
MA " NB 3 PC 015
Determinati valoarea raportului
ve
QD"

Barem de corectare:

considera punctele X € MN NAB i Y € NP N BC, aplica Teorema lui Menelaos

si obtine rapoartele % si g—){ 3p
considera Z € XY N AD, foloseste aseméanarea AXAZ ~ AXBY si determini % 2p
aplicd din nou Teorema lui Menelaos si obtine g—g 2p
total P

2. a) Aratati ca pentru orice numere pozitive a, b are loc inegalitatea

a® + b3 . (a—l—b)?’.

2 2
b) Fie a,b,c > 0 cu proprietatea ca abc = 2015. Aratati ca

(a+b)2+ (a—i—c)z+ (b+c)? < 2(va + Vb + \/c)

ad+b  ad4+c3 B3 T V2015 -
Barem de corectare:
a) transforma si reduce la (a — b)? >0 2p
b) aplica a) si obtine (aa?,ibb); <Y 2p
aplicd inegalitatea mediilor gi restrictia: %er <y % < 2(\/E$£+\/E) = 2(\/6\7%\/6) 3p
total p

3. Fie multimile A = {31a + 65b|a,b € Z}, B = {31la + 65b|a,b € N*} i C = {13a + 31b| a,b € N}.
a) Aratati ca A = Z.



b) Aratati ca 2015 ¢ B, dar NN [2016,00) C B.
¢) Determinati maz(N\ C).

Barem de corectare:

a) foloseste ca (31,65) =1 <= (Ju,v € Z : 3lu+ 650 =1
si deduce ca k = 31uk 4 65vk € A, (V)k € Z, de unde obtine ca A =7
b) aratd ca 2015 = 31la 4+ 65b = 31|65b = 31|b = 65b > 2015 = 31a + 65b > 2015

arata ca (V)k € {1,2,...,30}(F)qr € {1,2,...,64}, 7 € {1,2,...,30} : 65k = 31qx + ri, curi Z 1, (V)k £ 1

si deduce ca (V)r € {1,2,...,30}(3)k € {1,2,...,30},¢g € {1,2,...,64} : r = 65k — 31q
pentru n > 2016 si n = 31m + r(m > 65), avem ca n = 65k + 31(m — ¢)(daca r # 0)
resp. n = 31(m — 65) 4+ 65 - 31(daca r = 0)

¢) considerand C’ = {13a + 31b| a,b € N*} se obtine(analog cu b)) cd maz(N \ C’) = 13- 31 = 403

dar C' = 13 + 31 + C, astfel ca maxz(N\ C) = 13- 31 — 34 = 369.

1p
1p
1p
1p
1p

1p

total

4. Fie ABCD un patrulater inscriptibil, I € AC' N BD - intersectia diagonalelor sale, iar P ¢ (ABC') un punct

oarecare.

a) Exprimati lungimea segmentului [AI] in functie de cele ale laturilor gi diagonalelor patrulaterului ABCD.

b) Aratati ca
AC BD

AB-AD+CB-CD BA-BC+DA-DC’

c) Aratati ca

CI AT DI BI

PA%?. == 4+ PC?. == =PB?. == + PD?. —.
ac Ac BD BD

d) Aratati ca

PA?. A(BCD) + PC? . A(ABD) = PB? - A(ACD) + PD?*. A(ABC).

Barem de corectare:

p

a) din aseméanarile ATAB ~ AIDC si AIAD ~ AIBC obtine AI = BD - —AB-AD
b) adunand AT si CI obtine egalitatea

c) foloseste relatia lui Stewart pentru PI? in APAC si APBD

si AI - CI = BI - DI si obtine egalitatea

d) inmulteste egalitatea precedenta cu AC - BD - sm(@ ) si obtine egalitatea

BA-BC+DA-DC

2p
1p

2p
2p

total

p





