Inspectoratul scolar judetean Timis Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXVIII-a
Timisoara, 21-23 martie 2014

clasa a IX-a

1. Fie (an)n>1 un sir de numere reale. Stiind cd a; = 0, a2 = 1 si cd orice 3 termeni consecutivi ay,, Gn11, Gnto
ai girului sunt in progresie aritmetica pentru n impar, respectiv in progresie geometrici pentru n par,
demonstrati ca

P Vn € N* .

2. Se considera numerele reale x,y, z care satisfac relatiile
lo| < {y} < [7] -

a) Demonstrati cd z + z > 0.
b) Dacd x + z = 0, determinati x, y, .

3. Demonstrati ca pentru orice numere reale z,y, z are loc inegalitatea
2, 1o 2
x —&—gy +z°>x(y+2)
si precizati In ce caz are loc egalitatea.

4. Fie ABCD un patrulater, M mijlocul laturii [BC], N mijlocul laturii [CD] si {P} = AM N BN. Notam

PM _Bp
AM - "T BN

m =
Demonstrati ca patrulaterul ABCD este un paralelogram daca si numai daca

n m 5

Subiect propus de conf.dr. Gheorghe Silberberg

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii gi sunt punctate cu note cuprinse intre 1 gi 10.
Timp de lucru - 3 ore

Succes!



Inspectoratul scolar judetean Timis Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXVIII-a
Timisoara, 21-23 martie 2014

clasa a X-a

1. Fie r > 0 un numar real pozitiv, a,b,c¢ € C numere complexe distincte cu proprietatea ca |a| = [b] = |¢| =T,
iar «, B, € R numere reale oarecare cu proprietatea cad o + 5+ v = 1. Aratati ca

laa + Bb+ve| = r <= aBla —b* + avyla —c|* + By|b—¢|* = 0.
2. Fie ¢ o radacina primitiva de ordinul 2014 a unitatii, iar u, v € C numerele complexe date de

u=14 2+ 32+ ...+ 20142013,
v=1242% 4+ 3%2 + ... + 201422013,

a) Aratati ca u,v # 0.
b) Stabiliti valorile minime i maxime pe care le pot avea modulele numerelor u, respectiv v.

3. Fie f : R — R o functie care verifica relatia
Ty <3 (@) +3f(y) < (@ +)37Y | (Do, y R
a) Aratati ca functia f este unica si determinati aceasta functie.
b) Determinati min(f(N)) si maz(f(N)).
¢) Aratati ca mazx(f(R)) = maz(f([0,2]).
4. Determinati numarul solutiilor reale ale ecuatiei

377 — 9014 — 28(1—2)*

Subiect propus de lect.dr. Mihai Chig

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii gi sunt punctate cu note cuprinse intre 1 gi 10.
Timp de lucru - 3 ore

Succes!



Inspectoratul scolar judetean Timis Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXVIII-a
Timisoara, 21-23 martie 2014

clasa a XI-a

1. Fie functia F : M,(R) x M, (R) — M, (R) data prin relatia
F(X,Y)=XY -YX, (V)X,Y € M,(R).
(a) Studiati injectivitatea functiei F'.
(b) Fie M € Im(F) o matrice fixata. Aratati cd existd A, B € M, (R), inversabile, astfel incat M = F(4, B).
2. Studiati daca exista functii continue f : (0, 00) — R, care verifica echivalenta

flz) =0 <= f(2014 - 2) # 0.

3. Fie A € M,,(R) inversabila si B,C € M, 1 (R) astfel incat CT A~1B # 0. Aratati ca ecuatia in necunoscuta
zeR
det(A — BCT) =0,

are o singura solutie, z = (CTA='B)~%

4. Fie a,b doud numere reale oarecare, iar girurile (a,)n>1, (bn)n>1 definite prin a1 = a, by = b st

1 b?
an+1:2<ai— ”), Mn > 1,

n?
1
bn—i—l = - (1 + n) (ann, (V)n > 1.

an - bn

Studiati convergenta sirului (2, )p>1, Tp = , (V)n > 1 i calculati lim x,,.
- n—oo

n

Subiect propus de conf.dr. Rdazvan Tudoran

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii gi sunt punctate cu note cuprinse intre 1 gi 10.
Timp de lucru - 3 ore

Succes!



Inspectoratul scolar judetean Timis Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXVIII-a
Timisoara, 21-23 martie 2014

clasa a XII-a

1. Fie (G,-) un grup multiplicativ cu elementul unitate u, cu proprietatea cd pentru orice elemente
a,b € G au loc egalititile (aba™1)?2 = 5?2 i (aba=1)3 = b3,

a) Aratati ca grupul G este comutativ.

b) Daci exista elemente z,y, 2 € G\ {u} care verifica egalitatile 722 = 23, y*® = y8!, respectiv 22! = 223,

ardtati ca exista t € G\ {u} cu proprietatea ci t2°' = u si tF £ u, (V)k = 1,2013.
2. Fie f:]0,1] — R o functie continua cu proprietatea ca

cf(y) +yf(z) <1 , (V)z,y€[0,1].

a) Demonstrati ca fol fx)de < Z.

b) Construiti o functie cu proprietatea din enunt, astfel incat fol f(x)dx = F.

3. Functia f : R — R este indefinit derivabild gi are proprietatea ca exista C' > 0 astfel incat expresia

()
E(xz,n) = foé nu depinde de n, oricare ar fin € Ngi € R, pentru care n+x+C # 0. Daca f'(0) =1

si fol f(@)dz = C + e — 2, determinati valoarea lui C.

4. Fie (R,+,-) un inel, iar f : R — R o functie care verifica conditiile:
i) f este surjectiv;

i) f(z+y) = fl@)+ f(y), Vz,y € B;

iii) 22 — f(z) € Z(R).

(Z(R) = {a € Rlaz = za, (¥Y)x € R} este centrul inelului R). Aratati ca
a) zy +yx € Z(R), (V)z,y € R;

b) inelul R este comutativ.

Subiect propus de conf.dr. Silviu Birduasg

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii gi sunt punctate cu note cuprinse intre 1 gi 10.
Timp de lucru - 3 ore

Succes!



Universitatea de Vest din Timigoara Inspectoratul Scolar
Facultatea de Matematica si Informatica Judetean Timis

Concursul Interjudetean de Matematica

”Traian Lalescu”, editia a XXVIII-a
Timisoara, 21-23 martie 2014

Clasa a IX-a

Solutii si barem:
1. Prima solutie: Utilizam inductia “cu dubla ipoteza”.
Calculam Intai a3 = 2as —ay = 2 §i a4 = % = 4. (2 puncte)

Presupunem ca pentru k € N* avem ag, = k? §i agpy2 = (kK + 1)%. Termenul agy,; este
media geometrica a acestora, adica

Ggki1 = \/Aarzrra = V/k2(k + 1)2 = k(k + 1) . (2 puncte)
Termenii asgi1, ko, Gokrs sunt in progresie aritmetica, deci
Aoprs = 2aops0 — Agpr1 = 2(k +1)* — k(k +1) = (k+1)(k +2) . (2 puncte)
Termenii asgyo, Gopts, Gokr4 SUNL In progresie geometrica, deci

2 2
ey _ [(K+1)(k+2)] 2
A2k+4 Aokso (k + 1)2 ( + ) ( punc e)

Am demonstrat astfel ca as = 12, ay = 2% si ca implicatia

A =k si agpern) = (k+1)? = aspere) = (K +2)%,

e valabila pentru orice £ € N*. Inductia este incheiata si rezulta
az, =n? Vn € N*. (1 punct)

Solutia a 2-a: Demonstram prin inductie ca pentru orice n € N* propozitia
P(n) : dgn_1 =n(n—1) si ay, =n’

este adevarata.

Conform cu ipotezele a; = 0 si a; = 1, P(1) se verifica. (3 puncte)

Presupunem acum ca P(k) este adevarata pentru o valoare k € N*. Avem

agk+1 = 2a2k — Agk—1 = 2/{32 — k’(l{? — 1) = k(k + 1)

si, In consecinta

a? k(k+1)]?
(242 = ;I;:lz[ ( 12 ) =(k+1)%,

deci §i P(k 4 1) este adevarata. (5 puncte)
Inductia este incheiata. Rezulta ca P(n) este adevarata pentru orice n € N*. (1 punct)




2. a) Putem scrie
2l ] 2= —at(@+2) < | —al+ (@ +2) = ol + (@ +2)

Rezulta x + z > 0. (3 puncte)
b) Daca = + z = 0, atunci toate inegalitatile de mai sus devin egalitati, adica

ol =[] =2=

de unde rezulta z € N gi x = —z. (2 puncte)
Inegalitatile din enunt devin
z<{yy <=2,

1) = {0}. Obtinem z = z =0 gi y € Z. (2 puncte)

deci z ={y} e NN|[0,1)
z =0 gi y € Z relatiile din enunt, sunt satisfacute. (2 puncte)

Reciproc, daca x =

3. Prima solutie: Inegalitatea din enunt, se mai poate scrie sub forma

T\ 2 Yy x\?
_Z Z_Z) >
<Z 2) +3<3 2) =

evident adevarata. (6 puncte)

Egalitatea are loc pentru z arbitrar, y = 33’“", z = 2, adica pentru toate tripletele de
numere reale proportionale cu (1, %, %) (3 puncte)

A doua solutie: Pentru z = 0 inegalitatea se reduce la

Ly, o
—y°+22>0,
3y -
egalitatea avand loc pentru y = z = 0(= z). (1 punct)
Dacd x # 0, impéartind la 22 inegalitatea din enunt si notand 4 =a, 2 = bramane sa
demonstram ca .

1+§a2+b2 >a+b,

1 3\ 2 1\?
— - — - — > .
3 (a 2) + (b 2) >0 . (5 puncte)

Egalitatea are loc pentru a = %, b= % (1 punct)

Revenind la substitutie gi adaugand si cazul trivial (z = y = z = 0), rezulta ca egalitatea
are loc daca si numai daca tripletul (x,y, z) este proportional cu tripletul (1, %, %) (2
punct)

ceea ce se reduce la

4. Din ipoteza % = m obtinem % = I_Tm (1 punct) si deci
— —
BA+Lm2BM — — — 1-
BP = S — =mBA+ (1-m)BM =mBA + Tm@ (2 puncte)



Pe de alta parte,

H
BN @;B?: BA+?+B? (1 punct)
Ipoteza gf, = n devine
mﬁw—@ EZH ,ﬁJr @

Daca patrulaterul este paralelogram, atunci E = B? si relatia (*) se transforma in
(m — —) BA = (n — —) B? (1 punct)

m si n trebuie sa satisfaca sistemul de ecuatii

n _
{m 2 =0
2
n— 5" =

o

3, n =2 (1 punct)

Reciproc, daca introducem valorile m = %, n = % in relatia (x) obtinem Aﬁ = B(% si

deci patrulaterul ABC'D este un paralelogram. (3 puncte)

de unde rezulta m =



Inspectoratul scolar judetean Timis Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXVIII-a
Timigoara, 21-23 martie 2014

clasa a X-a

1. Fie > 0 un numar real pozitiv, a, b, ¢ € C numere complexe distincte cu proprietatea ca |a| = |b] = |¢| =T,
iar «, 8,7 € R numere reale oarecare cu proprietatea ca o + 5+ v = 1. Aratati ca

laa + Bb+ve| = r <= aBla —b* + avyla —c|* + By[b—c|* = 0.

Barem de corectare:

start 1p
scrie echivalent |aa + 8b + vyc| = r <= (aa + Bb+ ve)(aa + Bb + 7¢) = r? 2
= (@ + B2 ++2)r2 + > aB(ab+ ab) = r? 2
< Y aB(2r? —ab—ab) =0 3p
— > afla—b2=0 2p
total 10p

2. Fie € o radacina primitiva de ordinul 2014 a unitatii, iar u,v € C numerele complexe date de

u=14 2+ 324 ... 4+ 20142013,
v =124 2%+ 322 4+ ... 4+ 201422013,

a) Aratati ca u,v # 0.
b) Stabiliti valorile minime gi maxime pe care le pot avea modulele numerelor u, respectiv v.

Barem de corectare:

start 1p
n+1 n

aratd cd 1+ 2z +3z% + ... +nz" 1 = %

si obtine ca u = ioflf #0 2p
aratd ca 12 4+ 222 + 3222 + ... 4 n22" ! = "("4‘1)3””“(fﬂ—l)(—n(IHs-B)z”(m—l)—s-:r:”—l

c g 2014-2015-(s—1)—2-2014 o
si obtine ca v = G2 3p
deoarece € € C\ R, rezultd ca 2015(e — 1) —2# 0,51 v #0 1p
. _ _ 1007 _ 1007 oo _ 1007

obtine |u| = foin 2 CU maz|u| = ;mﬁ si minful = Tou 2p
obtine |v] = 22014 ‘ (e—% - %) - (20415)2‘ si determina maz|v| i min |v| 1p
total 10p

3. Fie f : R — R o functie care verifica relatia
w4y <3f(2) +3f(y) < (@ +y)3" , (Vz,y €R.

a) Aratati ca functia f este unica si determinati aceasta functie.
b) Determinati min(f(N)) si maz(f(N)).



¢) Aratati cd maz(f(R)) = max(f([0,2]).

Barem de corectare:

start 1p
pentru z =y = 0 obtine 0 < f(0) + f(0) <0, deci f(0) =0 1p
pentru y = —z obtine ca 37 f(z) + 377 f(—x) =0 (1) 1p
pentru y = 0 obtine inegalitatea f(z) > z-37%, (V)z € R 1p
folosind (1) pentru —z obtine inegalitatea f(z) < z-37%, (V)z € R

si deduce ca f(z) =z-37%,(V)z € R 1p
arata ca f(n) > f(n+1) > 0= f(0),(V)n € N* 1p
deci min(f(N)) = f(0) = 0 si maz(f(N)) = f(1) = 3 1p
observa ca f(x) <0, (V)z < 0= f(0), deci maz(f(R)) = maz(f([0,00))) 1p
aratd ca f(z) > f(z+1),(V)z > 1 si deduce ca

pentru orice x > 3 existd xg € [3,3) cu f(zo) > f() 1p
de unde maz(/([0,50)) = maz( ([0, 2))) = maz(f([0,2))) Ip
total 10p

4. Determinati numarul solutiilor reale ale ecuatiei
377 = 2014 — 28(1-%)°

Barem de corectare:

start 1p
considerd functiile f,g: R — R, f(z) = 3", g(z) = 2014 — 28(1-2)° 1p
si aratd cd f este strict descrescatoare pe (—oo, 0] si strict crescatoare pe [0, 00) 1p
iar g este strict crescatoare pe (—oo, 1] si strict descrescatoare pe [1,00) 1p
observa ca f(z) € [1,3], (V)x € [0, 1] si g(x) € [1986,2013], (V)z € [0,1] 1p
astfel ca ecuatia f(x) = g(x) nu are solutii in [0, 1] 1p
resp. are cel mult cite o solutie in fiecare din intervalele (—oo, 0], resp. [1,00) 1p
deoarece f(—1) =3 > 0> 2014 — 28* = g(—1) si f(0) =1 < 1986 = ¢(0)

exista o solutie x; € (—1,0) 1p
deoarece f(1) =3 < 2013 = g(1) si f(2) = 32" > 1986 = ¢(2)

exista o solutie z2 € (1,2) 1p
obtine ca ecuatia are exact doua solutii 1p
total 10p

Succes!
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Facultatea de Matematica si Informatica
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”Traian Lalescu”
Editia a XXVIII-a
Timisoara, 21-23 martie 2014

clasa a XI-a

Problema 1.

N L 5 P (1p)
(a)
Observa F(X + A\, Y +ul,) = F(X,Y), (MX,Y € M,(R), (M)A, peR ..... (2p)
Deduce F NEINJECTIVA ...\ttt et e (1p)
(b)
Din M € Im(F) = (3)X,Y € M, (R) astfel Incat M = F(X,Y) ............... (1p)

Daca X si Y sunt inversabile, problema este rezolvata. Daca doar una dintre matricele
X, Y este neinversabila, aplica urmatorul procedeu (prezentat in cele ce urmeaza pentru
cazul cand ambele matrice X, Y sunt neinversabile) doar matricei neinversabile. Daca X si
Y sunt ambele neinversabile, considera polinoamele Py = det(X +t1,,), Py = det(Y +t1,)
si remarca faptul ca multimile radacinilor acestora, Z(Px), Z(Py ), sunt multimi finite.
Astfel, pentru A € R\ Z(Px), pn € R\ Z(Py), obtine ca X + I, si Y + ul, sunt matrice

inversabile ... ... . (3p)

Alege A = X+ M\,,, B=Y +ul,, cu A € R\ Z(Px), n € R\ Z(Py) si deduce
F(A,B) = F(X, Y )i (1p)
Finalizeaza. ... ... . (1p)

Varianta de barem pentru subpunctul (a):
Orice exemplu concret ce implica neinjectivitatea, e.g., pentru A, B € M, (R) cu A #

B, avem (A, A) # (B, B),dar F(A,A) = F(B,B)....oviiiiiiiiiii i (3p)
Problema 2.
N 1 P (1p)
Presupune ca exista o functie ce satisface ipotezele problemei. Arata ca (3)zg € (0, 00)
astfel Incat f(20) = 0. .o oo (1p)
Considera M € [xg,2014 - 2], M = sup{z € [x,2014 - 2] : f(z) =0}. ........ (2p)
Deduce f(M) =081 M <2014 - Zg. o ovorniniii e (1p)

Arata ca pentru fiecare sir (2, ),>0 C (0,00) cu lim,, o ,, = M, ()N € N astfel incat

f(xn) =0, (V)n = N (#).



In caz contrar, va exista un subsir (z,, )i>0 C (Zn)ns0 pentru care f(z,, ) # 0, (¥)k > 0,
ceea ce ar implica din ipoteza ca f(2014-x,,) =0, (V)k > 0. Cum f este continua, avem
ca f(2014 - M) = limy_,o f(2014 - 2, ) = 0 # f(2014 - M), absurd. ................ (2p)

1
Din M < 2014 - g deduce ca exista Ny € N astfel incat M + A < 2014 - xp si In
0

1
consecinta, pentru fiecare n > Ny avem M + — < 2014 -xy. Alegand pentru ficare n > Nj,
n

cate un numar a,, astfel incat M < a,, < M + — obtine un sir de numere strict pozitive
n

convergent la M. ... .. (2p)

1
Deoarece g < M < a, < M+— < 2014-x¢, (V)n > Ny si M = sup{z € [z(,2014 -z :

n
f(z) = 0}, obtine ca f(a,) # 0, (¥)n > Ny, ceea ce contrazice (#). Concluzioneaza ca nu
exista functii ce satisfac ipotezele problemei................. ... ... ... ... ... (1p)

Problema 3.

Scrie det(A — zBCT) sub forma e . e = d....... (1p)
an1 — Xbpcy ... Apy — TbyCy
Foloseste proprietatile determinantilor si obtine

b161 R blcn a1 Ce QA1np a1 Ce QA1n
asy ... QAo b2C1 c. bgcn asy . QAo
& =detA—z as;y ... Qz, |+| as1 ... asg, |+---+
AGpn-1)1 --- Qn-1)n
Gnl -+ Qpn Anl -+  Qpn b,c1 ... by,
e (2p)
Dezvolta fiecare dintre determinantii din suma si obtine
& =detA =z <Z7f=1 bicj Ay + 30 baci gy 4+ 30 bnchnj>. .......... (1p)
Restrangand termenii obtine
* =detA—=zx Z?:l bz <Z;-l:1 Cinj> e e e e e e e (].p)
Observa ca egalitatea precedenta se poate rescrie sub forma
AH . Anl
Sd=det A—azCT [ ... .. o B (2p)
Ay oo Apn
Utilizand formula inversei obtine
& =det A—zC" (det A- A7) B=det A (1 —2CTA™'B) si finalizeaza. . ... .. (2p)
Problema 4.
N 7 (1p)
bn



1 1
Obtine w1 = 3 02§l vy = 3 ud, (VI > 1o (2p)
1 1
Deduce 49 = 3 ul (V)n > 1 si in consecintd |u, o] = g lup|*, (V)n>1.... (1p)
Studiaza convergenta subsirurilor (Jusk|)k>1, (|ugk+1|)k>0, Obtine convergenta sirului
(Jtn])n>1 st deduce ca limy, oo |tn| =00 (2p)
Observa ) ) ) )
9 anb, 1/, b a,bn, 1, 1 4

Folosind lim,, , |u,| = 0, obtine lim,, ,,, x,, = 0 gi finalizeaza. ................. (1p)
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Clasa a XII-a

Solutii si barem:

1.

Solutie

N 1 3 PP 1p
a) Fie a,b € G, atunci (aba™')* =V & abfa™ =V & ab? =Vra =V e Z(G),Vbe G....2p
B2 e Z(G)=b=b20b%)"€ Z(G),Ybe G=G=Z7(G)= Gabelian ................. 2p
b) Din egalititile din enunt, rezultd: z'9 = ¢y™ =22 =w..... ... 2p
Fie t = xyz; din comutativitate obtinem #1907 = 51007 . 1007 21007 — ) gy oz A u. ..o, 2p
Decit #ugi 12 = (#1007)2 = 22 = w00 1p
2.

Solutie

N 1 3 1p

1
a) In integrala I = / f(z) dzx facem substitutia x = sinf si apoi x = cosf, de unde rezulta
0

T T
I= /2 f(sin®) cos 8df, respectiv I = /2 flcos@)sin@dl ................ ... 2p
0 0
Adunand cele doua relatii obtinem : 2/ = / 2 [f(sinf) cos O + f(cosB)sinf]df < g ....... 2p
0
Rezulta I < % ........................................................................... 1p
b) f:[0,1] = R, f(x) =V — @2 2p
1
f satisface conditiile din enunt, si [ = / f(z)dx = % ..................................... 2p
0
3.
Solutie
N 1172 P 1p
f(x)
Avem =g(@) = fM@)=n4+z+0)g(T) 2p

n+x+C
Derivand: f+)(z) = (n4+2+C)g'(z) + g(z) = (n+1+2+ C)g(z). Obtinem ¢'(x) = g(z)2p



Rezulta g(x) = ae® = f'(x) =a(x + C 4 1)€” oo 1p

1
Di.:l conditia f’((i) =1 deducem : a = G 1p
x+C

f(x)dx:/ cefdr =CFe—2. 2p
/, Ry
O =3 — 6= O = 8 — 1p
4.
Solutie
N 72 PR 1p

Centrul Z(R) este subinel al inelului R, rezulta ca:
vytyr = (v+y)*—a® =y = (r+y)* = fa+y) + @)+ f(y) -2 —y* = (2 +9)* = [z +y)) -

(@2 = f(2) = (2 = () € Z(R) ..o 3p
Rezulta : x(zy 4+ yz) = (2y + yz)x, Ve, y € R <o 1p
2’y +aoyr = xyr +yr’ = 2y =yr’, Vo,ye Re* e Z(R),Ne € Rt 2p
Cum 2? — f(z) € Z(R) = f(x) =a2® — (2® — f(2)) EZ(R) oo 2p
R=1Im f C Z(R), rezulta inelul R este comutativ ........... ... ...ocoiiiiiiiiiian... 1p



