Inspectoratul scolar judetean Timis Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXVIII-a
Timisoara, 21-23 martie 2014

clasa a V-a

1. Aflati cel mai mare numar de cinci cifre astfel incat cea de-a patra cifra sa fie mai mare decat cea de-a cincea,
a treia sa fie mai mare decat suma ultimelor doua, a doua sa fie mai mare decat suma ultimelor trei, iar prima
cifrd sa fie mai mare decat suma celorlalte.

2. Cati ani poate avea o persoana care in 2014 are varsta egala cu suma cifrelor anului in care s-a nascut?

3. Fred Flintstone si Barney Rubble joacd ” Pietricele”: incepand cu Fred, ei scot alternativ una sau doua
pietricele dintr-un sac care contine 50 de pietricele, fiind declarat invingator cel care reuseste sa goleasca sacul.
Cum trebuie sa joace Fred pentru a fi sigur ca iese invingator?

4. Un numar se numeste norocos daca se divide cu 13.

a) Aflati cel mai mic numar norocos cu suma cifrelor 27.
b) Existd numere norocoase cu suma cifrelor 20147

Subiect propus de conf.dr.Dorel Mihet gi asist.dr.Claudia Zaharia

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii gi sunt punctate cu note cuprinse intre 1 si 10.
Timp de lucru - 3 ore

Succes!



Inspectoratul Scolar Judetean Universitatea de Vest din Timigoara
Timis Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul Interjudetean de Matematica

”Traian Lalescu”, editia a XXVIII-a
Timisoara, 21-23 martie 2014

Clasa a VI-a

1. Cate numere abc au proprietatea ci a + b + ¢ divide 20147

2. Spunem ca un triunghi este ,,aproape dreptunghic’ daca masura cel putin unuia dintre
unghiurile sale difera de 90° cu cel mult 15°.

Spunem despre un triunghi ca este ,,aproape isoscel’ daca are doua unghiuri ale caror masuri
difera prin cel mult 15°.

a) Este adevarat ca orice triunghi ascutitunghic este ,,aproape dreptunghic’ sau ,,aproape isos-
cel’?

b) Desenati un triunghi care sa nu fie nici ,,aproape dreptunghic’, nici ,,aproape isoscel’.

3. Pe laturile [AB] si [AC] ale triunghiului ABC' se considera respectiv punctele P, Q si R, S
astfel incat
m(£LBCP) =m(£LPCQ) =m(LQCA) si
m(£LCBR) = m(£ZRBS) = m(£SBA).
Notam cu U intersectia dreptelor B.S si C'Q), iar cu V intersectia dreptelor BR si C'P.
Demonstrati ca daca UV L BC', atunci:

a) UV este mediatoarea segmentului [BC],
b) [AU este bisectoarea unghiului ZBAC.

4. Stabiliti daca exista numere de 10 cifre, diferite doua cate doua, care au proprietatea ca
oricum am gterge 6 dintre cifrele numarului, numarul de 4 cifre care raméane este compus.

Subiect propus de lect.dr. Andrei Eckstein

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii gi sunt punctate cu note cuprinse intre 1 g 10.
Timp de lucru - 3 ore

Succes!



Inspectoratul scolar judetean Timis Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXVIII-a
Timisoara, 21-23 martie 2014

clasa a VII-a

1. a) Aflati numerele naturale n pentru care numarul n* + n? 4 1 este prim.
b) Demonstrati c& numéarul

(24 +22+1)(4* + 42 + 1)(6* + 6% + 1)...(100% 4 1002 + 1)
(14 + 124+ 1)(34 + 32 + 1) (54 + 52 + 1)...(99* + 992 + 1)

este natural.

2. Se considera multimea A a tuturor tripletelor de numere naturale (z,y, z) cu proprietatea ca z, y, z, t+y —z,
z4+x—y,y+2z—x, x+y+ 2z sunt 7 numere prime distincte, iar z + y = 800 (un exemplu de astfel de triplet
este (13,787,797)).

Pentru fiecare (z,y, z) € A se face diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic dintre cele 7 numere prime. Care
este cea mai mare valoare pe care o poate avea aceasta diferenta?

3. Demonstrati ca diagonalele unui trapez sunt perpendiculare daca gi numai daca segmentul care uneste mi-
jloacele bazelor are lungimea egala cu semisuma lungimilor bazelor.

4. Se stie c& M si N sunt respectiv mijloacele laturilor [DC] si [BC] ale rombului ABCD, iar m(m) =
m(BAD).

a) Aflati m(@)

b) Demonstrati c& pentru orice puncte U € [DC],V € [BC] astfel incat BV = CU are loc egalitatea

1
2

m(TAV) = %m(@).

Subiect propus de conf.dr.Dorel Mihet si asist.dr.Claudia Zaharia

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii gi sunt punctate cu note cuprinse intre 1 si 10.
Timp de lucru - 3 ore

Succes!



Inspectoratul scolar judetean Timis Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXVIII-a
Timisoara, 21-23 martie 2014

clasa a VIII-a

1. Numerele reale pozitive a si b verifica egalitatea a?? 4+ b?? = a3 + b>. Aratati ca

a2014 + b2014 > a2013 + b2013.

2. (a) Fie ABCD un tetraedru si M, N mijloacele muchiilor (BC), (AD). Verificati ca are loc identitatea

lui Euler:
AB? + CD? + AC? + BD? = BC? + AD? + 4AM N?2.

(b) Tetraedrul ABCD are muchiile opuse congruente (AB = CD,AC = BD, AD = BC). Aratati ca
fetele tetraedrului sunt triunghiuri ascutitunghice.

3. (a) Aratati cd pentru orice numere reale a, b, ¢, t are loc egalitatea
(t—a)(t—Db)(t —c) =t — (a+ b+ c)t* + (ab + be + ca)t — abe.

(b) Numerele reale distincte m,n,p > 0 verifica egalitatea mn 4+ np + pm = 1. Rezolvati in multimea

numerelor reale sistemul
Yz 2T Ty
m+—=n+-—=p+ —
T y z
Yz +mnp =m-+n—+p.

4. Fie un tetraedru ABCD in care BAC = ACD si ABD = BDC. Aratati ca AB = CD.

Subiect propus de lect.dr. IToan Casu

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii gi sunt punctate cu note cuprinse intre 1 si 10.
Timp de lucru - 3 ore

Succes!



Inspectoratul scolar judetean Timis Universitatea de Vest din Timigoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian

Lalescu”
Editia a XXVIII-a
Timisoara, 21-23 martie 2014

clasa a V-a

1. Aflati cel mai mare numar de cinci cifre astfel incat cea de-a patra cifra sa fie mai mare
decat cea de-a cincea, a treia sa fie mai mare decat suma ultimelor doua, a doua sa fie
mai mare decat suma ultimelor trei, iar prima cifra sa fie mai mare decat suma celorlalte.

Olimpiada Rusia

Solutie si barem de corectare

N 1 5 (1p)
Fie abcde numarul ciutat. Daci e > 1, atunci b > 2, ¢ >4, b > 8, iar a > 16 - nu e
cifra. Rezulta e = 0., ... (3p)
Pentru a avea un numar cat mai mare trebuie ca a =9, decib+c+d=38. ... (2p)
Alegem d si ¢ cele mai mici posibile cu proprietatile cerute, asadar d = 1, ¢ = 2 si
b = B (4p)

2. Cati ani are o persoana care in 2014 are varsta egala cu suma cifrelor anului in care
s-a nascut?

k% %k Xk

Solutie si barem de corectare
N 7 0 (1p)
Fie abed anul nagterii persoanei respective. Atunci a € {1,2} si abcd+a+b+c+d =
2014, oo EEE TR TPRPPPP (2p)
}acd a =1 rezulta ca 1014 = bed + 1+ b+ ¢+ d < 28, deci bed > 986. Astfel, b =9

si cd > 86.

Pentru ¢ = 8 obtinem d = 8, deci persoana este nascuta in 1988, in 2014 avand 26 de
2 P (3p)

Daca c =9, atunci 2d =5 -nu convine. ........... ... . ... . i, (1p)



Daca a =2, rezulta b =051 (10c + d) + ¢ +d + 2 = 14, adica 11c¢+ 2d = 12, de unde
obtinem ¢ =0, d = 6.
In acest caz, persoana este nascuta in 2006, iar in 2014 are 8 ani. ............. (3p)

3. Fred Flintstone si Barney Rubble joaca ” Pietricele”: incepand cu Fred, ei scot al-
ternativ una sau doua pietricele dintr-un sac care contine 50 de pietricele, fiind declarat
invingator cel care reugeste sa goleasca sacul.

Cum trebuie sa joace Fred pentru a fi sigur ca iese invingator?

* ok ok
Solutie i barem de corectare
N 1172 P (1p)
Folosim metoda mersului invers. Pentru a castiga, Fred trebuie sa-i lase la sfarsit lui
Barney 3 pietricele. ... ... (3p)

Pentru aceasta, inainte ar trebui sa-i lase 6 pietricele, iar inainte de 6, 9 pietricele, etc.
Putem figura numarul de pietricele pe care Fred trebuie sa le lase in sac pentru a fi
sigur ca iese Invingator astfel:

48 «— 45 «+— 42 +— 39 «+— 36 «— 33 «— ... «— 12 «— 9 « 3.

Constatam ca Fred poate realiza acest lucru daca ia de la inceput 2 pietricele, iar apoi
completeaza de fiecare data la un multiplu de 3 numarul pietrelor scoase de Barney (daca
Barney scoate o pietricica, Fred scoate 2, iar daca Barney scoate 1, Fred scoate 2). (6p)

4. Un numar se numeste norocos daca se divide cu 13.
a) Aflati cel mai mic numar norocos cu suma cifrelor 27.
b) Exista numere norocoase cu suma cifrelor 20147

Dorel Mihet,

Solutie i barem de corectare

N 5 (1p)

a) Cel mai mic numar natural cu suma cifrelor 27 este 999, dar 999 nu este norocos.
Urmatoarele numere cu suma 27 sunt sunt 1899, 1989,. . ..

Deoarece 1989 se divide cu 13 (1989 = 153 - 13), el este cel mai mic numar norocos cu
suma Cifrelor 27. ... . (4p)

b) Cum 1001 se divide cu 13, rezulta ca 10011001...1001 (1007 grupe de 1001) se divide
G (5p)



Universitatea de Vest din Timigoara Inspectoratul Scolar
Facultatea de Matematica si Informatica Judetean Timis

Concursul Interjudetean de Matematica

”Traian Lalescu”, editia a XXVIII-a
Timisoara, 21-23 martie 2014

Clasa a VI-a

Solutii si barem:

1. Cate numere abc au proprietatea ca a + b+ ¢ divide 2014?

Solutie

N 172 PP 1p
Deoarece a + b+ ¢ <9+ 9+ 9 = 27, iar singurii divizori ai lui 2014 = 2 - 19 - 53 care sunt mai
mici sau egali cu 27 sunt 1, 2 i 19, rezulta ca a+b+c€ {1,2,19}. ...l 3p
Cua+ b+ c=1 exista un singur numar, 100........ .. ... i 1p
Cua+ b+ c=2 exista 3 numere: 101, 110 §i 200. ... 1p

Cua+b+c=19 avem: dacd a =9, b poate fi 1,2,...9 (avem abc € {919,928,937,...,991}),
deci avem 9 variante; daca a = 8, atunci abc € {829,837,846,...,892}, adica 8 variante; in

general, pentru orice a € {0,1,2,...,9} vom avea a variante, deci in total, in acest caz, vor fi
O+142+...+9= 45 de numere care au proprietatea ¢ dinenunt.............. ... ... .. 3p
In concluzie, in total sunt 1+ 3 + 45 = 49 de numere abc pentru care a + b+ c | 2014. ... .. 1p

2. Spunem ca un triunghi este ,,aproape dreptunghic’ daca masura cel putin unuia dintre
unghiurile sale difera de 90° cu cel mult 15°.

Spunem despre un triunghi ca este ,,aproape isoscel’” daca are doua unghiuri ale caror masuri
difera prin cel mult 15°.

a) Este adevarat ca orice triunghi ascutitunghic este ,,aproape dreptunghic’ sau ,,aproape isos-
cel’?

b) Desenati un triunghi care sa nu fie nici ,,aproape dreptunghic”, nici ,,aproape isoscel’.

Turneul Oraselor

Solutie

N v 5 P 1p
a) Fie z < y < z masurile unghiurilor unui triunghi ascutitunghic. ........................ 1p
Daca 75 < z < 90, triunghiul este ,,aproape dreptunghic”.......... ... .. ... .. ... ... 1p
In caz contrar, z < 75. Daca y > 60, atunci 0 < z — y < 15, deci triunghiul este ,,aproape
IS0SCEL . 2p
Dacay < 60siz < 75, atunci x = 180—y—2 > 180—60—75 = 45, deci 0 < y—x < 60—45 = 15,
prin urmare si In acest caz triunghiul este ,,aproape isoscel”. ... 2p

In concluzie, orice triunghi ascutitunghic este ,,aproape dreptunghic” sau ,,aproape isoscel”.



b) Conform punctului a), triunghiul trebuie sa fie obtuzunghic. Trebuie ca masura unghiului
obtuz sa fie mai mare ca 105°, iar unghiurile sa difere prin mai mult de 15°. De exemplu, un tri-
unghi cu unghiurile de masuri 120°, 45°, 15° nu este nici ,,aproape dreptunghic”, nici ,,aproape
isoscel”. (Sunt multe alte alegeri posibile ale masurilor unghiurilor pentru ca triunghiul sa nu
fie nici ,,aproape dreptunghic”, nici ,,aproape isoscel”.)

Pentru orice desen corect . ... ... 3p

Remarca: Aceasta problema arata de ce, in practica, atunci cand incercam sa desenam un
triunghi ascutitunghic oarecare, ni se pare mereu ca acesta ne-a ,,iesit” ,,aproape dreptunghic”
sau ,,aproape isoscel”.

3. Pe laturile [AB] si [AC] ale triunghiului ABC' se considera respectiv punctele P,Q si R, S

astfel incat
m(£BCP) = m(LPCQ) = m(£LQCA) si

m(Z/CBR) = m(/RBS) = m(/SBA).

Notam cu U intersectia dreptelor B.S si C'Q), iar cu V intersectia dreptelor BR si C'P.
Demonstrati ca daca UV L BC', atunci:

a) UV este mediatoarea segmentului [BC],
b) [AU este bisectoarea unghiului ZBAC.

Dorel Mihet

Solutie

N 72 PP 1p
a) Notam cu M intersectia drepelor UV si BC. Observam ca V' este punctul de intersectie a
bisectoarelor unghiurilor B gi C' ale triunghiului BCU, deci [UV este bisectoarea unghiului U

(deoarece, intr-un triunghi, bisectoarele sunt concurente). ............ ... ... i, 2p
Atunci triunghiurile BUM si CUM sunt congruente (CU), deci BM = CM (sau, folosind
proprietatile triunghiurilor isoscele: fiind bisectoare si inaltime, (UM) este si mediana)....2p

b) Din congruenta de triunghiuri demonstrata mai sus deducem ca BU = CU si ZUBM =
ZUCM. Rezultd de aici cd m(LVBM) = 3 m(ZUBM) = $ m(LUCM) = m(£LVCM), deci si

M(LABU) = m(LACU). ..o 2p
Rezulta ca triunghiurile ABU si ACU sunt congruente (LUL), deci ZBAU = ZC AU, adica
(AU este bisectoarea unghiului ZBAC ... ... . 2p



4. Stabiliti daca exista numere de 10 cifre, diferite doua cate doua, care au proprietatea ca
oricum am gterge 6 dintre cifrele numarului, numarul de 4 cifre care ramane este compus.

Solutie

N 12 P 1p
Da, exista. Sa alegem un numar ale carui ultime 6 cifre sa fie (indiferent in ce ordine)
0,2, 46,8, 5. e 3p

In afara cazului in care stergem chiar ultimele sase cifre, numarul ramas va avea drept ultima
cifrd una din cifrele alese mai sus, deci va fi fie un numar divizibil cu 2 (si mai mare ca 2), fie
un numar divizibil cu 5 (si mai mare ca 5), deci un NUMAr COMPUS. .. .....oveereenenen.... 2p
Primele 4 cifre ale numarului, 1,3,7,9, vor trebui aranjate astfel incat in cazul ramas, acela in
care cele 6 cifre gterse sunt chiar ultimele 6, numarul de 4 cifre obtinut sa fie si el compus. Si
aici sunt multe variante. Vom indica doar doua: 1379 (caci 1379 = 7 - 197 este numar compus)
si 1397 (se vede din criteriul de divizibilitate cu 11 ca este numar compus).

In concluzie, exista numere cu proprietatea din enunt, de exemplu numarul 1379024685....4p



Inspectoratul scolar judetean Timis Universitatea de Vest din Timigoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ”Traian

Lalescu”
Editia a XXVIII-a
Timisoara, 21-23 martie 2014

clasa a VII-a

1. a) Aflati numerele naturale n pentru care numarul n* + n? + 1 este prim.
b) Demonstrati ca numarul
(24422 +1)(4* + 42 + 1)(6* 4+ 6% + 1)...(100* + 100% + 1)
(P + 124+ 1)(3*+32+1)(5*+52+1)...(99* + 992 + 1)

este natural.
Olimpiada Brazilia

Solutie si barem de corectare

N 17 5 (1p)
a)nt+n*+1=m*+1)2-n?>=(n?>—-n+1)(n®>+n+1) este prim dacd si numai
dacdin* —n+1=1saun*+n+1=1. Rezultda n € {—1,0,1}; convine doar n = 1. (4p)

by A 2D 241 (100° 100+ 1)(100° + 100 + 1) (1p)

T (1Dl (9299 (992 199+ 1) T P

Dar (2k)? — 2k + 1= (2k —1)2 + (2k — 1) + L,V E € N, ...ooerei o] (2p)
. 1002 + 100 + 1

Rezulta ca A = o141 =10101 e Noo.o oo (2p)

2. Se considera multimea A a tuturor tripletelor de numere naturale (z,y, z) cu propri-
etateacax,y, z,r+y—2,2+x—y,y+2—x, r+y+ 2z sunt 7 numere prime distincte,
iar x +y = 800 (un exemplu de astfel de triplet este (13,787,797)).

Pentru fiecare (z,y, z) € A se face diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic dintre
cele 7 numere prime. Care este cea mai mare valoare pe care o poate avea aceasta
diferenta?

Olimpiada Rusia (enunt adaptat)



Solutie si barem de corectare

N 1 5 (1p)
Se verifica imediat ca daca (z,y,z) € A, atunci x,y, z sunt impare, deci cel mai mic
dintre cele 7 numere este cel pugin 3. ....... ... (2p)
Cel mai mare numar este x +y+ 2z = 800+ z. tim de asemenea ca r+y—z = 800 — 2
este prim impar, deci 800 — z > 3, adica 2 < 797, ... i (3p)
Prin urmare z+y+2 < 1597, de unde deducem ca diferenta poate fi cel mult 1597—3 =
100, (2p)

Pentru tripletul dat in exemplul din enunt cele 7 numere sunt 13, 787, 797, 3, 23,
1571, 1597. Diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic numar este 1594, in consecinta,
aceasta este valoarea maxima cautata. ............. ... . i (2p)

3. Demonstrati ca diagonalele unui trapez sunt perpendiculare daca si numai daca seg-
mentul care uneste mijloacele bazelor are lungimea egala cu semisuma lungimilor bazelor.

X kX

Solutie si barem de corectare

N 1 5 (1p)
Consideram ca AB||CD. Fie M, N, P, @ respectiv mijloacele segmentelor [AB],
[BC, [CD], [DA]. Atunci M N PQ este paralelogram, cu M N || AC si MQ || BD. (3p)

Diagonala [QN] a acestui paralelogram are lungimea 48£€2 . .. (1p)
M N PQ este dreptunghi daca si numai daca are diagonalele congruente, adica daca si
numai dacd MP = 4BECL (3p)
Rezultd cd AC L BD dac si numai daca M P = 4BEC2 (2p)
Varianta
Ducem prin C paralela la DB. Fie E intersectia acestei paralele cu AB. ...... (1p)
Fie F € AB astfel incat M F = PC. Atunci M PCF este paralelogram, deci M P =
O F (2p)
Cum AF = AM + MF = 4B CTD = A—QE, rezulta ca C'F' este mediana in triunghiul
ACE . (3p)
ANACE este dreptunghic daca si numai daca CF =22 ... .................... (2p)
Prin urmare, AC' L BD daca si numai daca M P = AZBJ“CD ................... (1p)

4. Se gtie ca M si N sunt respectiv mijloacele laturilor [DC| si [BC| ale rombului ABC'D,
iar m(MAN) = 1m(BAD).

a) Aflati m(A/B\C)

b) Demonstrati ca pentru orice puncte U € [DC|,V € [BC] astfel incat BV = CU
are loc egalitatea

m(TAV) = %m(@).



Dorel Mihet,

Solutie 1 barem de corectare

1 3 (1p)
a) AADM = AABN (LUL), deci DAM = BAN. ..o (1p)
Deoarece [AC' este bisectoarea unghiului @, rezultd ca [AC este gi bisectoarea
unghiului AN (1p)

Notand a = m(C'/A]\\/[) si 8= m(m), din ipoteza rezulta ca 2a + 20 = 4a, deci
[AN] este bisectoare si mediana in ABAC. Rezulta ca AB = AC, deci triunghiul ABC

este echilateral. o
Prin urmare m(ABC) = 60°. ... . i (3p)

b) Trebuie sa aratam ca daca ABC'D este romb cu m(@) = 120°,iar U € [DC],V €
[BC] sunt astfel incat BV = CU, atunci m(lfélT/) = 60°.

Din BV = CU si ADAC echilateral rezultds AADU = AACV (LUL), deci m(DAU) =
MO A ). (2p)

Deducem ci UAV = DAC, deci m(@) =60°. (2p)



Universitatea de Vest din Timigoara
Inspectoratul Scolar Judetean Timig

Concursul Interjudetean de Matematica
Memorialul ”Traian Lalescu”, Editia a XXVIII-a
Timigoara, 21-23 martie 2014

BAREM
Clasa a VIII-a

R 72 1p
Daca a = 1, atunci b = 1 si inegalitatea din problema este verificatda ....... 1p
Daci a > 1, atunci din a®(a —1)(a'® +...+a+1) =b3(1 =b)(b*¥ +... +b+1)
rezultd b < 1 gi de aici @ > b (cazul a < 1 se va trata analog) .............. 1p

Din egalitatea precedenta rezulta si

a?la—1) b +...+b41

BA1-b) a®+.. +ta+l 2p
Inegalitatea de demonstrat se scrie echivalent
2014 _ 2013 2010 3(, _
(22013 _ 22014 = 22010 ' 238 _ ;)) 21 2P
Aceasta este echivalenta cu
a®®0B 4 b+ 1) >0 a1 .. 1p

care se obtine prin insumarea unor inegalitati evidente de forma a™0™ > a™b"™
v . . n—m . A
cu n > m, care sunt adevarate fiind echivalente cu (%) > 1 i tinand cont

e @ > b o 2p
D2/ 1 172 1p
Se verificd cu teorema medianei identitatea din (a) ............ .. ... 3p
Din ipoteza rezulta ca fetele tetraedrului sunt triunghiuri congruente, deci este
suficient sa verificim afirmatia pentru una dintre fetele tetraedrului ....... 1p
Vom ardta, de exemplu, cd BAC este ascutit; din teorema cosinusului este su-
ficient s& aratam ci 2AB - AC - cos BAC = AB? + AC? —BC? >0 ........ 2p

Din identitatea lui Euler si congruenta muchiilor opuse in tetraedru rezulta
0 < 4MN? = AB>+CD?*+ AC?+BD*— (BC*+ AD?) = 2(AB?+ AC? - BC?),

(M si N nu pot coincide deoarece M = N ar conduce la coplanaritatea punctelor
A, B,C, D); obtinem concluzia ..........c.oouuiiiiiiiniiiiiiiiii. 3p
Solutie alternativa pentru (b)

Se considera mijlocul M al lui (BC'). Din inegalitatea triunghiului MA+MD >



AD = BC =2MC ..o 2p
Avem insd M A = MD (din congruenta triunghiurilor ABC si DCB) ...... 1p
Se obtine MD > MC .. .. 1p
Rezultd cd M D este strict mai mare decét raza cercului de diametru [BC] din
planul (BCD), astfel ca M este situat In exteriorul acestui cerc, ceea ce conduce

la concluzia ca unghiul BDC este asCutit ... 2p
S FO 1 7 1p
Se verificd prin calcul direct (&) .........oouiiiiiiii 1p
yz zx xy
Avem egalitatile =— =k —m,— =k —n,— = k — p, unde s-a notat cu k
x z
yz zx
valoarea comuna a expresiilor m + =—,n + — —|— T 2p
x

Atunci zyz = (m +n+p) —mnp = %%% =(k-m)k—n)(k—p) ...2p
Rezultd k3 — (m+n+p)k?+(mn+np+pm)k—mnp = (m-+n+p)—mnp, de unde
rezulta, utilizand ipoteza mn+np+pm = 1, cd avem (k?+1)(k—(m+n+p)) = 0,
ceea ce conduce la k = m M D e 2p
Obtinem % =n+ p7 =p-+m, % = m + n, de unde, prin inmultirea doua
cate doud a acestor egalitati si tinand cont de faptul cd printre numerele x,y, z
nu pot fi exact unul sau exact trei negative, rezulta solutiile:

(x =+/(m+n)(p+m), y—\/m—l—n—n—i—p z=+/(n+p)(p+m));

(:c:— (m+n)p+m), y=—/(m+n)(n+p), 2=/ (n+p)(p+m));
(z = (m-l—n)p-i—m,y—\/m—i-n—nﬂhzz_\/m)é
(z=+/(m+n)p+m), y=—/(m+n)(n+p), z=—/(n+p)p+m))

7 i 1p
Notam pentru simplificare BC = a,CA = b,AB = ¢,AD = d,BD =e,CD =
f- Din ipoteza si teorema cosinusului rezulta egalitatile
V+c?—a? B+ fP-d® F4e—d* e+ fP-d?
2bc N 2bf ’ 2ce N 2ef

2p
sau echivalent
FP 4+ —a?)—c(b*+ f2—d?) = 0; f(P+e?—d*)—c(e*+f2—a®) =0 .. 1p
Prin adunarea acestor doua egalitati si factorizare rezulta
(c— f)(a®* +d*+2cf —b* —e?) =0 e 2p

Presupunem ci avem a? + d2 + 2¢cf — b?> — e? = 0; daca M, N, P sunt mijloa-
cele segmentelor (BC), (AD), (AC) din relatia lui Euler obtinem b? + €2 + ¢? +
f? = a® +d? + 4MN?, ceea ce impreuni cu egalitatea anterioara conduce la
MN = 2p
Aceasta conduce la contradictie, pentru ca triunghiul MNP ar fi degenerat
(MP=§,NP= g din linii mijlocii). Rezulta concluziac=f ............. 2p



