Inspectoratul gcolar judetean Arad Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXVII-a
Arad, 22-24 martie 2013

clasa a IX-a

1. Fie (#)n>1 un sir de numere naturale definit prin z; =1, x5 = 3 si
Tp4o = restul Impartirii numarului 23z, + 27x,,+1 prin 2013.

Aratati ca exista ng, k € N*, astfel incat ., = z,, (V)n > ng.

2. Rezolvati sistemul de ecuatii
2 —rx+2=2
Y-y +2=2z
25—z +2=2z.

3. Fie ABC un triunghi oarecare, de laturi a, b si ¢, D - punctul in care bisectoarea unghiului BAC
intersecteaza cercul circumscris triunghiului, iar M € AB si N € AC puncte diferite de varfurile tri-
unghiului.

a) Determinati y, z € R cu proprietatea ca

AD =y AB+z-AC.

b) Dacd Py, P, P3 sunt trei puncte in planul P al triunghiului, iar (x;,v;,2;) € R3,i = 1,3 sunt trei
triplete de numere reale cu proprietatea ca x; +y; +2; = 1, (V)i = 1,3 si

OP;=2;-OA+vy;-OB+ 2 -0C , (Y)O € P,
atunci punctele Py, P», P3 sunt coliniare daca gi numai dacé exista u, v, w € R cu proprietatea cé
ur; + vy +wz, =0 , (V)i=1,3.
c) Aratati ca punctele M, N gi D sunt coliniare daca gi numai dacéa

BM CN  a?
b ==t = = .
AM AN b+c
4. Fie ABC un triunghi isoscel, cu [AB] = [AC].
a) Aratati ca dacé o dreapta (d) care trece prin varful A al triunghiului intersecteazi dreapta BC intr-un
punct P, iar cercul circumscris triunghiului ABC' a doua oard intr-un punct Q, atunci AP - AQ = AB2.
b) Fie C un cerc tangent interior cercului circumscris triunghiului ABC intr-un punct M aflat pe arcul
BC care nu cotine punctul A, si tangent laturii [BC] a triunghiului intr-un punct N. Aratati ca punctele
A, M si N sunt coliniare.

Subiect propus de lect.dr. Mihai Chis

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii gi sunt punctate cu note cuprinse intre 1 gi 10.

Succes!



Inspectoratul gcolar judetean Arad Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian

Lalescu”
Editia a XXVII-a
Arad, 22-24 martie 2013

clasa a X-a

1. Fie a, b, ¢ numere complexe nenule cu |a| = |b| = |¢|. Aratati ca dacd ecuatia
az? 4+ bz + ¢ = 0 are o solutie de modul egal cu 1, atunci b? = ac.
2. a) Si se descompuna in factori expresia

2y —2) + iz —a) + 2@ —y).

b) Fie P un punct oarecare in planul unui triunghi oarecare ABC de laturi
BC =a,CA =b,AB = c. Sa se arate ca are loc inegalitatea

a-PA3+b-PB?+c¢-PC? > 3abc - PG,
unde G este centrul de greutate al triunghiului ABC.

3. a) Sa se arate ca pentru orice doua numere reale strict pozitive a < b si
pentru orice numar natural n exista ¢ € (a,b) astfel incat

a” —b" =n(a—b)c" L.
b) Sa se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia
4m 47 =5M 4 6.

4. a) Fiind dat un triunghi ascutitunghic ABC punctul unic © situat in inte-
riorul triunghiului cu proprietatea ca

[QBC = /QCA = /QAB

se numeste punctul Brocard al triunghiului ABC. Masura comuna a celor trei
unghiuri de mai sus se noteaza cu w. Sa se arate ca are loc egalitatea

ctgw = ctgA + ctgB + ctgC.
b) Sa se arate ca 1n orice triunghi ascutitunghic ABC' are loc inegalitatea
ctgA + ctgB + ctgC > V3.

c) Sa se arate cd pentru orice punct P situat in interiorul unui triunghi ascutit-
unghic ABC' cel putin unul dintre unghiurile /PBC, /PCA, /PAB are masura
mai mica sau egala decat 30°.

Probleme selectionate de lector univ. dr. loan Casu

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii gi sunt punctate cu note cuprinse
intre 1 si 10.

Succes!



Inspectoratul gcolar judetean Arad Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXVII-a
Arad, 22-24 martie 2013

clasa a XI-a

a b c 1 1 1 1
1. Fie Circ(3,C) = circ(a,b,c)=| ¢ a b |:a,b,ceCprsiE=—|1 ¢ & |,
b ¢ a VBl o2 .

unde €2 =1, ¢ # 1.

(a) Aritati ci pentru fiecare A € Cire(3,C), matricea E~'AFE are toate elementele nesituate pe
diagonala principala, nule.

(b) Fie A, B, C véarfurile unui triunghi. Dacd notdm cu a, b, ¢ afixele punctelor A, B, C, ardtati

cd det(circ(a, b, ¢)) = 0 dacd si numai dacd punctul O de afix 0 este centrul de greutate al
AABC, sau daca AABC este echilateral.

2. Determinati toate functiile f : [0,00) — R care verificd simultan conditiile:
(a) flzy) = f(x)- ¢y + f(y)- /&, pentru orice x,y € [0,00).
1
(b) Lm0 @ —leR.

3. (a) Dacid A € Myg13(R), ardtati ci (A2 + I913)™ # Og013, pentru orice m € N.

(b) Ramaéane adevarata cerinta similara celei de la subpunctul anterior in cazul cdnd A € Map14(R)?
Justificati raspunsul.

4. Se da sirul (2, )n>0, definit prin recurenta

Tp =

n+1 Tp—1
*Tp—1 — {

} ,pentru orice n > 1,unde xg = a > 1.
n

(a) Calculati lim,, oo ([aTnn) .

(b) Caleulati limy, o % ([zo} + [%] + [%] b [ZT;L*D .

(Prin [z], {z} am notat partea Intreagd, respectiv partea fractionara a numéarului real z.)

Subiect propus de conf.dr. Razvan Tudoran

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii si sunt punctate cu note cuprinse intre 1 si 10.

Succes!



Inspectoratul gcolar judetean Arad Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXVII-a
Arad, 22-24 martie 2013

clasa a XII-a

1. a) Fie G = QN (0,00). Este grupul (Q, +) izomorf cu (G, -)?
b) Sunt izomorfe grupurile multiplicative (R*,-) si (C*,-)?

2. Fie (G,-) un grup si aplicatia f : G — G definita prin f(z) = 23, (V)2 € G. Demonstrati ca
a) daca f este morfism injectiv, atunci G este abelian.

b) daca f este morfism surjectiv, atunci G este abelian.

3. Fie f : R — R o functie cu proprietatea:

f@)= = , (¥)z>0.

8|

Demonstrati ca f nu admite primitive.

4. Fie f:[0,1] — R o functie continua cu proprietatile:

/Olf(x)d:cO si /lef(x)dx().

Demonstrati ca exista a,b € [0,1],a # b, astfel incat f(a) = f(b) = 0.

Subiect propus de conf.dr. Silviu Birduas

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii gi sunt punctate cu note cuprinse intre 1 gi 10.

Succes!



Barem de corectare a solutiilor la clasa a IX-a

1. Fie (#)n>1 un sir de numere naturale definit prin z; = 1, x5 = 3 si
Tp4o = restul Impartirii numarului 23z, + 27x,,+1 prin 2013.

Aratati ca exista ng, k € N*, astfel incat 2,1, = 2, (V)n > no.

start 1p
observa ca x,, € {0,1,...,2012},(V)n € N 2p
deduce ca (zy, Tn41) € {0,1,...,2012} x {0,1,...,2012},(V)n € N 2p
cum {0,1,...,2012} x {0,1,...,2012} este finita,

deduce ca exista ng, k € N*, cu (Tngy, Tno+1) = (Tng+ks Tno+k+1) 3p
arata prin inductie dupa n ca x,1x = zn, (V)n > ng 2p
total 10p

2. Rezolvati sistemul de ecuatii
2 —rx+2=2

Y-y +2=2z

25—z +2=2z.
start 1p
observa ca 2® — 3x + 2 = 2(y — x)(si analoagele) 2p
descompune 2% — 3z + 2 = (x — 1)*(z + 2) 2p
deduce ca daca z € {—2,1}, atunciz =y =z 2p
aratd ca dacd z < —2, atunciz >y, deunde z >y >z >z 1p
aratd cd daci x > -2,z # 1, atunciz <y,deunde x <y <z <z 1p
deduce ca singurele solutii sunt (-2, -2,-2) si (1,1,1) 1p
total 10p

3. Fie ABC un triunghi oarecare, de laturi a, b si ¢, D - punctul in care bisectoarea unghiului BAC
intersecteazé cercul circumscris triunghiului, iar M € AB si N € AC puncte diferite de varfurile tri-
unghiului.

a) Determinati y, z € R cu proprietatea ca

AD=y-AB+z-AC.

b) Daca Py, P, P3 sunt trei puncte in planul P al triunghiului, iar (z;,v:,2;) € R®4 = 1,3 sunt trei
triplete de numere reale cu proprietatea ca x; +y; + 2z, = 1, (V)i = 1,3 si

OP =z;,-OA+y;-OB+2-0C ,(Y)O€P,

atunci punctele Py, P», P sunt coliniare daca si numai daca exista u, v, w € R cu proprietatea ca

ux; +ovy; +wz; =0, (V)yi=1,3.



c¢) Aratati ca punctele M, N si D sunt coliniare daca gi numai daca

BM CN  a?
b =—+4c = = .
AM AN b+ec

start 1p
a) aratd cad D este mijlocul segmentului [I1,](cu notatiile clasice) 1p
deduce ca dacé AD = 1AI —|— 1AI 0,5p
b _ _
CumAI— +b+ ABb+ +b+ AC§1AI —@AB‘F%AC, 1p
Obtlne ca AD = W AB + W AC 0,5p
b) considera Py Py si Py Ps si obtine ca
Py, Py, Py—coliniare<= 71=72 = Zi Z; = 2=2 (1) 0,5p
pentru (:>) obtine cd u = Y129 — Y22, U = 21X2 — 22%1, W = T1Y2 — Tay; verifica cerinta 1p
pentru (<) daca ux; +vy; + wz; =0, (V)i = 1,3,
atunci =22 — =W — Z1-13 1p
Y1—Y2 u—w Y1—Ys3
de unde obtine ca 21=2 = N2 - 222 0,5p
1—T3 Y1—Ys3 z1—23 _
¢) aratd ca pentru M(mM,yM,O) are loc %‘j = %,
. T CN
iar pentru N(zn,0,2y) o == 1p
considera ecuatia dreptei M N de forma ux + vy + wz = 0,
pentru care obtine ca %7; _% = %,
iv @ — _zn _ CN

respectiv = = Z}Q’ =an o - 1p

. « — “+c c(b+c
din a) deduce ca D ( PR (e e _a2+(b+c)2> 0,5p

BM CN _ a®

deduce ca D € MN <= b - T TN T e 0,5p
total 10p

4. Fie ABC un triunghi isoscel, cu [AB] = [AC].

a) Aratati ca dacad o dreapta d care trece prin varful A al triunghiului intersecteaza dreapta BC' intr-un
punct P, iar cercul circumscris triunghiului ABC' a doua oara intr-un punct @, atunci AP - AQ = AB?.
b) Fie C un cerc tangent interior cercului circumscris triunghiului ABC intr-un punct M aflat pe arcul
BC care nu cotine punctul A, si tangent laturii [BC] a triunghiului intr-un punct N. Aratati ca punctele

A, M gi N sunt coliniare.

start

a) aratd ca APB = XB\Q(daca P e (BC)

deduce ca A APB ~ A ABQ

si obtine ca AP - AQ = AB?

b) considera centrele O al cercului circumscris A ABC si O; al cercului C
observa ca O, 01, M sunt coliniare

arata ca m = m

considerd N’ € [AM] N [BC] si obtine ca AMO = O, N'M

deduce ca AO || N'Oq, deci N'Oy; L. BC

deduce ca N = N' € AM

1p
2p
1p
1p

1p
1p
1p
1p
1p

total

10p



Universitatea de Vest din Timigoara
Inspectoratul Scolar Judetean Arad

Concursul Interjudetean de Matematica
Memorialul ”Traian Lalescu”, Editia a XXVII-a
Arad, 22-24 martie 2013

BAREM
Clasa a X-a
1. Start ... 1p
Din relatiile lui Viete se obtine 1 = % = |z122| = |21] - |22] = |#2], deci si a doua
solutie are modulul 1 ... 2p
Din relatiile lui Viete se obtine |21 + 23| = % =1..1p

Insi 1 = |21 + 222 = (21 + 22) - 21 + 22 = (21 + 22) (21 + 22) ... 2p

Se inlocuiesc egalitatile z; = %, 2o = % in egalitatea precedenta ... 1p

Se obtine 1 = (z1 + 22) ( L+ i) = (itz) 2p

Z1 Z2 Z122

Din relatiile lui Viete se obtine Z—z = £, adica egalitatea din concluzie ... 1p.

2. Start ... 1p

Se obtine factorizarea:
By—2)+r3Pz—2)+2@—y)=@@-y)(y—2)(r—2)(x+y+2)..3p

Se considerd © = zp — 24,y = zp — 2B, 2 = 2p — 2¢, unde 24, 2p, zc, Zzp sunt
afixele punctelor A, B,C, P ... 1p

Se observd ca || = PA,|y| = PB,|z| = PC,|x —y| = AB =¢,|ly — 2| = BC =
a,lx —z|=AC =0 ... 1p

De asemenea . +y+ 2z = 3 (zp — W) = 3(zp — z¢), unde z¢ este afixul
centrului de greutate G ... 1p

Se trage concluzia ci |z +y + z| = 3PG ... 1p

Se trece la modul in egalitatea obtinuta la punctul a) si se obtine

[2fly — 2|+ [yl?|z — | + |23}e —y| > o —ylly — 2|}z — 2]l +y + 2], care conduce
la inegalitatea din enunt ... 2p.

3. Start ... 1p
Se trateaza separat cazurilen =0gin=1... 1
P 8 b
n n n—1 n—2 n—2 n—1
Se deduce ca Z(a_f’b) = _fo b+'7'L'+“b +b .. 1p
Se observa ca a" ! < a"2b < ... < ab" 2 < b" ! gi se obtine a" ! < Z(afbj <

b"~! de unde rezulta concluzia de la punctul a) ... 2p

Se observa ca ecuatia de la punctul b) are solutiile m = 0 gi m = 1; se presupune
ca ar exista cel putin inca o solutie ... 1p

Se scrie echivalent ecuatia de la punctul b) in forma 5™ — 4™ = 7™ — 6™; se



aplica rezultatul de la punctul a) si se obtine ci existd ¢; € (4,5),ce € (6,7)
astfel incat me" ™t = 5™ — 4™ =7 — 6™ =mey ! .. 3p

Deoarece m # 0,1 rezulta ¢; = co, contradictie; asadar ecuatia are solutiile
m=0m=1.. 1lp.

4. Start ... 1p

Din teorema sinusurilor in triunghiurile ABQ, BCQ), ABC rezulta egalitatile
BQ _ sinw. BQ _ sin(C—w). AB _ sinC

AL = snBBC = smC BC — smA - 1P
Din egalitatile precedente se obtine
sin(C—Q) _ — —sinC.—snC _ _ ¢ (. snA+B)
—— = sin Cetgw—cos C = sin C- 22— = sin C- -y~ = sin C(ctgA+

ctgB), de unde prin impartire cu sin C' rezultd egalitatea de la punctul a) ... 2p
Se deduce inegalitatea de la punctul b) aplicand inegalitatea lui Jensen functiei
convexe ctg (sau in orice altd maniera corectd) ... 2p

Din punctele a) si b) se deduce ca masura unghiului Brocard w este mai mica
sau egala decat 30°, utilizand faptul ca functia ctg este descrescatoare ... 2p
Punctul P este situat in interiorul sau pe laturile unuia dintre triunghiurile
BCQ,CAQ, ABQ i cel putin unul dintre unghiurile /PBC, /PCA, /PAB are
masura mai mica sau egala decat w si cu atat mai mult decat 30° ... 2p.



Barem de corectare a solutiilor la clasa a XII-a

1.

start 1p

1 1
a) Obtine: E~! = % 1 € ¢ 1p

1 e ¢

a+b+c 0 0

Obtine E~'AE = 0 a-+eb+ e 0 2p

0 0 a+e*b+ec
b) Observa ca det(circ(a,b,c)) = det(E~" - circ(a,b,c) - E) = (a+ b+ ¢)(a + eb + €2c)(a + €2b + ec) 2p
Observa det(circ(a,b,c)) =0 echivalent cua+b+c=0sau (a+eb+ec)(a+eb+ec) =0 1p
Reduce a + b+ ¢ = 0 echivalent cu 3(a+ b+ c) =0, deci G = O. 1p
Deduc (a + eb + €c)(a + €2b + ec) = 0 ceea ce este echivalent cu AABC este echilateral. 2p
total 10p

2.
start 1p
®) Deduce f(0) = (1) =05 f(a%) = (V7 + V) ) Vo > 0 Ip
Obtine inductiv f(2?") = (¥x + V) .. (\/ Y 2"’_1); (V)z >0, (V)n € N™.
Deduce f(z2") = 7% Va?" g (). 1p
Yz € (0,00) \ {1}, orice n € N* 2p
Pentru z € (0,00) \ {1} # — €27, 2 # 0 obtine
ety = Y (o)
ez2m
pentru orlce z 75 0 gi pentru n € N* 2p
P 1
b) Rescrie sub forma f(e?) = (Ve? — Ve?) - ;2 )1 \3/;%_
oricare ar fi z # 0 gi oricare ar fi n € N* 1p
4 t—1
Foloseste lim L)l i lim Sy —6 si deduce f(e?) = 6l(y/e? — V/e?) pentru orice z # 0 1p
_ 1 37—

Cum f(0 ) = f(1) = 0 deduce f(z) = 6l(\/xr — ¢/x), oricare ar fi x > 0 1p

total

10p



start

1p
a) pa(X) = det(A — A013) € R[X], grad(pa) = 2013 € 2N+ 1
rezulta ca exista \g € R radacina. 1p
det(A — X\ - Ixp13) = 0 rezultd cd existd ug € Mag13,1(R), ug # 0;
(A= Xo - Ip013)up = 0. Ip
Aug = Mug rezultid (A% + Izg13)ug = (A2 + 1)up rezultd inductiv
(A% + Iy013)*uo = (A2 + 1)*ug pentru orice k € N*. 2p
Presupunem prin absurd ci existd mg € N, (A2 + I5013)™° = Oa013
(A2 + Ip13)™0ug = 0 rezultd deci: (A3 + 1)™0ug = 0, 1p
up # 0 deci (A3 + 1)™° = 0, absurd, asadar X € R. 1p
b) Pentru A € Map14(R) cerinta nu este adevarata.
Construiegte A € Mag14(R) pentru care existd mg € N cu (A% + I914)™ = Oap14
Construim matricea formata din blocurile de matrice B si C' care are pe diagonala principald
0 -1 0 1
. 0O 0 O
elementele B, C,...C, unde B este matricea: 0 0 0 -1
0 0 1 0
. 0o -1 1] . . . o
siC = 1 o |/larin rest matricea nula O.
Facem B2 + I, = N &i vedem c& N™ = O, pentru m > 2, C? = —I,.
In urma calculelor obtinem ca (A2 + I014)™ = O2014, (V)m > 2. 3p
total 10p
start 1p
Rescrie relatia de recurenta x,, = x,_1 + [w"n—*l} pentrun > 1 1p
Demonstreaza inductiv z, = n - [a] + a, pentru orice n > 0 3p
n n-[a] | Ta]
Observa: ([Z]”n) = (1 + ﬁ) — elal 2p
Observa oy — xp_ = z’“k’l] pentru orice k > 1 gi prin sumare
deducem z,, — xg = [xo] + ... + [%] pentru orice n > 1 2p
Inlocuind ,, = n[a] + a, pentru orice n > 0 deducem L ([wo] + ...+ [==]) =[a], (VY)n e N* 1p

n

total

10p



Barem de corectare a solutiilor la clasa a XII-a

1. a) Fie G = QN (0,0). Este grupul (Q,+) izomorf cu (G, -)?
b) Sunt izomorfe grupurile multiplicative (R*,-) si (C*,-)?

start 1p
a) Cele doud grupuri nu sunt izomorfe.
In grupul (Q, +), pentru orice € Q, ecuatia x + x = aare o solutie: z = 5 2p
In grupul (G, -) ecuatia corespunzatoare
x - x = a nu are solutie pentru orice a € G.
Daca a = 2 ecuatia #2 = 2 nu are solutii in G. 2p
b) Ecuatia 2 = 1 are o solutie in (R*,")
si trei solutii in (C*, ).
Prin urmare cele doud grupuri nu sunt izomorfe. op
total 10p
2. Fie (G,-) un grup si aplicatia f : G — G definita prin f(z) = 23, (V)2 € G. Demonstrati ca
a) daca f este morfism injectiv, atunci G este abelian.
b) daca f este morfism surjectiv, atunci G este abelian.
start 1p
a) Fie a,b € G. Atunci a®b® = (ab)3
rezulti a?b? = (ba)? rezulta ab? = (a?)2(b?)? = (b%a?)? = (ab)*.
Rezulti a®b® = (ba)?, de unde (ab)? = (ba)? 3p
Din injectivitate rezulta ab = ba 2p
b) @b = (ba)?® = (ba)?(ba) = a®b?(ba) 2p
Rezultd ab® = b3. f fiind injectiva,
b3 ia orice valoare din G, deci G este abelian 2p
total 10p

3. Fie f : R — R o functie cu proprietatea:

1
flx) > o (V)z > 0.
Demonstrati ca f nu admite primitive.
start 1p
Presupunem prin absurd ca f admite primitive; fie F' o primitiva a lui f 1p

1
Avem: f(z) > —,(¥)x > 0 atunci

f <310) >z, (V)z > 0 rezulta f%f (1> < f%, Mz >0

T
l

1
rezulta <F () + ln(w)) <0 4p

T

Consideram functia ¢ : (0,00) = R, ¢(z) = F() + In(z),

avem ca ¢ este descrescatoare. 3p

Obtinem ¢(1) = F(1) > lim ¢(x) = F(0) + lim In(z) = co. Absurd 1p
T—>00 T—00

total

10p



4. Fie f:[0,1] — R o functie continua cu proprietatile:

/Olf(x)da::O i /lef(m)dx:O.

Demonstrati ca exista a,b € [0,1],a # b, astfel incat f(a) = f(b) = 0.

start
1

Din faptul ca f este continua si / fl@)dx =0
0
rezultd cd existd a € (0, 1) astfel incat f(a) = 0.
Presupunem cé a este singrulul punct in care f se anuleaza.
Atunci functia g : [0,1] = R, g(x) = (x — a) f(x) este continud si pastreaza
semn constant pe [0, 1].

Avem: /01 g(z)dz = /Ol[xf(x) —af(z)ldz=0

Absurd, deoarece g pastreaza semn constant pe [0, 1].

1p

op

3p
1p

total

10p



