Inspectoratul scolar judetean Arad Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian
Lalescu”
Editia a XXVII-a
Arad, 22-24 martie 2013

clasa a V-a

1. Spunem ca 1978 este un an "miraculos” deoarece toate cifrele lui 1978 sunt nenule,
iar suma dintre numarul format cu primele doua cifre gi numarul format cu ultimele doua
cifre ale sale este egala cu numarul format cu cele doua cifre din mijloc. Ce an miraculos
i-a precedat lui 1978 si care va fi urmatorul?

X ok ok

2. La un campionat de fotbal participa 10 echipe. Fiecare echipa joaca cu toate celelalte
o singura data. In fiecare meci, echipa casgtigatoare primeste 3 puncte, iar cea care pierde
0 puncte. In caz de egalitate, ambele echipe primesc cate 1 punct. La sfarsitul campio-
natului, echipele acumuleaza in total 119 puncte.

a) Cate meciuri s-au terminat la egalitate?

b) Aratati ca printre cele 10 echipe exista cel putin una care a terminat la egalitate cel
putin 4 meciuri.

X kX

3. Alina, Bianca gi Cosmin sunt cei trei participanti la un concurs de cultura generala
cu mai multe runde. In fiecare runds, cagtigatorul primeste a puncte, cel de pe locul doi
primeste b puncte, iar cel de pe ultimul loc primeste ¢ puncte, unde a > b > ¢ sunt
numere naturale nenule. La final Alina totalizeaza 20 puncte, Bianca 10 si Cosmin 9. Se
stie ca Bianca a castigat runda a doua.

a) Cate runde s-au desfagurat?

b) Aflati a, b, ¢ si stabiliti clasamentul fiecarei runde.

X ko ok

4. Pentru un numar natural n, notam cu s(n) suma cifrelor sale impare. De exemplu

s(512416) =5+ 1+ 1 =7, iar s(224) = 0. Calculati s(1) + s(2) + s(3) + ... + s(1000).
* k%

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii si sunt punctate cu note cuprinse intre 1 si 10.

Succes!



Inspectoratul scolar judetean Arad Universitatea de Vest din Timigoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian
Lalescu”
Editia a XXVII-a
Arad, 22-24 martie 2013

clasa a VI-a

1) Intr-un oras, 2/3 dintre barbati si 3/5 dintre femei sunt casatoriti. (Perechile
locuiesc in acelasi orag.) Care este raportul dintre numarul persoanele casatorite
si cele necasatorite in acest oras?

X* X X

2) Un numar prim p cu mai mult de doua cifre are ultima cifra egala cu suma
celorlalte cifre ale sale.

a) Cu ce cifra se poate termina p?

b) Demonstrati ca numarul p + 4 este compus.

Dorel Mihet,

3) Numarul N = Gyazasz...azs are 2013 cifre gi se termina cu cifra 1. Se gtie ca
fiecare din numerele ajay, azasz, azas, asas, ..., Ga01102012, G201202013 (determinate
de cate doua cifre vecine ale lui N) se divide sau cu 17 sau cu 23. Aflati prima
cifra a lui V.

x kX

4) Bisectoarele unghiurilor ZABC' si ZACB ale triunghiului isoscel ABC' (AB =
AC) intersecteaza AC' si AB respectiv in D gi E.
a) Demonstrati ca ABED este triunghi isoscel.

b) Daca in plus AD = BC, aflati m(£BDC)).
Dorel Mihet,

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii si sunt punctate cu note cuprinse intre 1 si 10.

Succes!



Inspectoratul scolar judetean Arad Universitatea de Vest din Timigoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian

Lalescu”
Editia a XXVII-a
Arad, 22-24 martie 2013

clasa a VII-a

b
1) Fie a,b € R — {0} astfel incat % + 2 =6.
a

a+b

Demonstrati ca a # b, iar numarul este irational.

I S 3

2) Se da triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC'. Bisectoarea unghiului ZABC' inter-
secteaza (AC) in D. Demonstrati ca daca doua dintre segmentele [AD], [BD], [BC]
sunt congruente, atunci toate cele trei segmente sunt congruente.

Dorel Mihet,

3) In triunghiul ABC cu AB = 13, CA = 15, BC' = 14, notam cu E, D, M
respectiv picioarele inaltimii, bisectoarei si medianei din A. Latura [BC] se imparte
in n parti egale, printre punctele de diviziune aflandu-se si punctele £, D, M.
Aflati cea mai mica valoare posibila a lui n.

Evan Chen (NIMO 2013)

4) a) Fie m € N. Aratati cd m? + 1 nu se divide cu 7.
b) Exista n € N cu proprietatea ca 2013™ + 1 se divide cu 6" — 17

Dorel Mihet,

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii si sunt punctate cu note cuprinse intre 1 gi 10.

Succes!



Inspectoratul scolar judetean Arad Universitatea de Vest din Timigoara

Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian
Lalescu”
Editia a XXVII-a
Arad, 22-24 martie 2013

clasa a VIII-a

av/3+b

— € ,
b3+ 1 Q

1) Demonstrati ca daca a,b sunt numere naturale diferite de zero, iar

ca?+ b+ 1 5
atunci ———— este numar natural.
a+b+1

Prelucrare dupa Stefan Smarandache (Olimpiada Nationala 1994)

2) Baza piramidei VABC este triunghiul echilateral ABC. Demonstrati ca daca cele

patru fete ale piramidei au ariile egale, atunci VABC' este tetraedru regulat.
Dorel Mihet,

3) Fie 1,9, ...,710 € Ncu xy + 29 + ... + x19 = 15.

Demonstrati ¢a @i + a3 + ... + a3, > 25.
Andrei Eckstein

4) Se stie cd modificand o singurd cifrd din scrierea zecimald a numéarului 242643801 ge
obtine un numar prim p.
a) Care este ultima cifra a lui p?
b) Aratati ca 42643801 este numar prim.
Dorel Mihet,

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii i sunt punctate cu note cuprinse intre 1 si 10.

Succes!



Inspectoratul scolar judetean Arad Universitatea de Vest din Timisoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian
Lalescu”
Editia a XXVII-a
Arad, 22-24 martie 2013

clasa a V-a

1. Spunem ca 1978 este un an "miraculos” deoarece toate cifrele lui 1978 sunt nenule,
iar suma dintre numarul format cu primele doua cifre gi numarul format cu ultimele doua
cifre ale sale este egala cu numarul format cu cele doua cifre din mijloc. Ce an miraculos
i-a precedat lui 1978 gi care va fi urmatorul?

* ok ok
Solutie si barem de corectare
N 7 (1p)
abcd este un an miraculos daca ab + cd = be. Distingem doud cazuri: b+ d = c si
a+c=bsaub+d=10+csia+c+1=0b. ... (1p)
Daca b+ d = csia+c=0b, deducem a + d = 0 - imposibil (a, d - cifre nenule) (1p)
Dacab+d=10+csia+c=10+0b,obtinema+d=9 ..................... (1p)
In cazul anului miraculos precedent, trebuie ca a = 1, deci d = 8 si b = ¢+ 2. Cum
b < 9 este cel mai mare posibil, rezulta cd b = 8 si ¢ = 6, deci abed = 1868. ....... (3p)
In cazul anului miraculos urmétor, a = 2, deci d = 7 sib=c+3. Cumc>0gibe
minim, rezultd b =4 si c =1, deci abed = 2417......... ... ... .. ... (3p)
Varianta:
abed este un an miraculos daci ab + cd = be adica daca 10a + b + 10c + d = 10b + ¢,
relatie care revine la 10a +d = 9(b — ¢), adici laad = 9(b—¢)......ooveiiiii .. (1p)
Rezultd ci ad este divizibil cu 9..... ... .. (2p)

De aici se continua ca la solutia de mai sus.

2. La un campionat de fotbal participa 10 echipe. Fiecare echipa joaca cu toate celelalte
o singura data. In fiecare meci, echipa cagtigatoare primeste 3 puncte, iar cea care pierde
0 puncte. In caz de egalitate, ambele echipe primesc cate 1 punct. La sfarsitul campio-
natului, echipele acumuleaza in total 119 puncte.

a) Cate meciuri s-au terminat la egalitate?

b) Aratati ca printre cele 10 echipe exista cel putin una care a terminat la egalitate cel

putin 4 meciuri.
k k%



Solutie si barem de corectare

Notam cu ¢ numarul meciurilor care au avut un castigator, si cu e numarul meciurilor
care s-au terminat la egalitate. Atunci ¢ + e = 45 si 3¢ + 2¢ = 119. Obtinem ¢ = 29 si
e = 10, (3p)

b) Presupunem ca fiecare din cele 10 echipe a facut cel mult 3 egaluri. Deoarece fiecare
meci terminat la egalitate este numarat de doua ori (cate o data pentru fiecare din cele
doua echipe), cel mult 15 meciuri s-au terminat la egalitate - contradictie. Rezulta deci
ca macar o echipa a terminat cel putin 4 meciuri la egalitate. ..................... (4p)

3. Alina, Bianca si Cosmin sunt cei trei participanti la un concurs de cultura generala
cu mai multe runde. In fiecare runda, cagtigatorul primeste a puncte, cel de pe locul doi
primeste b puncte, iar cel de pe ultimul loc primeste ¢ puncte, unde a > b > ¢ sunt
numere naturale nenule. La final Alina totalizeaza 20 puncte, Bianca 10 gi Cosmin 9. Se
stie ca Bianca a castigat runda a doua.

a) Cate runde s-au desfagurat?

b) Aflati a, b, ¢ si stabiliti clasamentul fiecarei runde.

* % ok
Solutie si barem de corectare
N 1 5 (1p)
a) Fie n numarul de runde jucate. Atunci n(a +b+c¢) = 39. Cum a +b+ ¢ > 3,
rezultd a + b4+ c =13 gl m = 3. . (2p)
b) Deoarece Bianca a castigat o runda si a totalizat 10 puncte (adica mai putin decat
a + b+ ¢ = 13 puncte), trebuie ca a + 2c = 10. Deducem deci b=c+3........... (2p)
Deoarece Bianca a iegit ultima in prima si a treia runda, Cosmin are cel putin 2b+c =
3c+ 6 puncte. Din 3¢+ 6 <9, obtinem c=1,decib=4,a=8................... (3p)
Runda I: 1. Alina, 2. Cosmin, 3. Bianca;
Runda II: 1. Bianca, 2. Alina, 3. Cosmin;
Runda IIT : 1. Alina, 2. Cosmin, 3. Bianca......................oooiiiiii.... (2p)

4. Pentru un numar natural n, notam cu s(n) suma cifrelor sale impare. De exemplu
5(512416) =5+ 1+ 1 =7, iar s(224) = 0. Calculati s(1) + s(2) + s(3) + ... + s(1000).

* k%
Solutie si barem de corectare
N 1 5 (1p)
Fiecare cifra impara poate aparea in scrierea numerelor 1,2,...,999 ca si cifra a
unitatilor, zecilor sau sutelor ....... ... .. (1p)
In total, in scrierea numerelor 1,2, ...,999 fiecare cifra impara apare de 300 ori (6p)
Cifra 1 apare in plus o data ca si cifra a miilor................................. (1p)

Suma ceruta este deci 300(1 +3+54+74+9)+1="7501....................... (1p)



Inspectoratul scolar judetean Arad Universitatea de Vest din Timigoara
Facultatea de Matematica si Informatica

Concursul interjudetean de matematica ” Traian
Lalescu”
Editia a XXVII-a
Arad, 22-24 martie 2013

clasa a VI-a

1) Intr-un oras, 2/3 dintre barbati gi 3/5 dintre femei sunt casatoriti. (Perechile
locuiesc in acelasi orag.) Care este raportul dintre numarul persoanele casatorite
si cele necasatorite in acest oras?

* ok ok
Solutie si barem de corectare
] 7 P (1p)
Fie b numarul barbatilor si f numarul femeilor din oras.
3 no
Avem - b= = o (3p)
3 5
deci b= =k, f = o k. 1
ccib="k f =" 1 (1p)
Avem k barbati casatoriti, k femei casatorite, b — k = 3 k barbati necasatoriti,
2
f—k= 3 k femei necasatorite......... ... ... o (2p)
k+k 12
deci raportul cerut este TSR (3p)
1 2 7
§k+§k

2) Un numaér prim p cu mai mult de doua cifre are ultima cifra egala cu suma
celorlalte cifre ale sale.

a) Cu ce cifra se poate termina p?

b) Demonstrati ca numarul p + 4 este compus.

Dorel Mihet,

Solutie si barem de corectare



a) Fie a ultima cifra a lui p. Deoarece p este prim, a este o cifra impara, diferita

e B (1p)
Din ipoteza rezulta ca suma cifrelor lui N este 2a..................oooo.. (1p)
Cumpnusedividecud,a#3ia#9 ..o (2p)
Prin urmare a = 1 sau a = 7. Ambele cazuri sunt posibile, de exemplu p = 101
are ultima cifra 1, iar p = 167 are ultima cifra 7 ............................ (2p)

b) Daca ultima cifra a lui p este 1, atunci p + 4 se divide cu 5 gi este mai mare
decat 5, deci este compus (sau se observa ca p+4 are suma cifrelor 6, deci se divide

G ) (1p)
Daca p are ultima cifra 7, atunci suma cifrelor lui p este 2 -7 = 14, deci p + 1 se
divide Cu 3. (1p)
Atunci si p + 4 se divide cu 3, si fiind diferit de 3, el este compus........... (1p)

3) Numarul N = @yazaz...azes are 2013 cifre gi se termina cu cifra 1. Se gtie ca
fiecare din numerele 102, 2043, A3A4, A405, ..., 4201102012, A201202013 (determinate
de cate doua cifre vecine ale lui N) se divide sau cu 17 sau cu 23. Aflati prima
cifra a lui V.

Solutie si barem de corectare

72 PP (1p)
Multiplii de 2 cifre ai numerelor 17 si 23 sunt: 17,34, 51,68, 85; 23,46,69,92 (2p)
Deducem ca, incepand de la dreapta, cifrele lui N sunt in ordine: 1,5,8,6,4,3,2,9,
0,4, 3, 2,0, e e (2p)
Se observa ca in continuare grupul de 5 cifre 6,4, 3,2,9 incepe sa se repete. . (1p)
Numarul N are (2013 — 3) : 5 = 402 asemenea grupe complete de 5 numere (2p)
Deci prima cifra a lui IV este 9........ ... i (2p)

4) Bisectoarele unghiurilor ZABC' si ZACB ale triunghiului isoscel ABC' (AB =
AC) intersecteaza AC' si AB respectiv in D gi E.

a) Demonstrati ca ABED este triunghi isoscel.

b) Daca in plus AD = BC, aflati m(£ZBDC)).

Dorel Mihet,

Solutie si barem de corectare
7 (1p)
a) AABD = ANACFE (ULU) = FA = AD, deci AAED este isoscel cu baza [ED].

Exprimand masura unghiului de la baza in functie de masura unghiului A obtinem
m(LAED) = w, iar din triunghiul isoscel AABC m(£LABC) = w.
Prin urmare ZABC = ZAED, deci ED||BC ........ ..., (2p)
ED||BC = ZBDE = ZDBC (alterne interne).



Cum ZDBC = ZEBD ([BD] este bisectoarea unghiului B), rezulta ca

/BDE = ZEBD, deci ABED este isoscel cu BE=ED................... (2p)
b) Din ipoteza, AD = BC. Am demonstrat ca ZADE = ZACB si ca BE = ED.
Cum BE = DC (diferente de segmente congruente), [ED] = [DC].

Rezulta ca AADE = ABCD (LUL) ... (3p)
Atunci FA = BD si, cum FA = AD = BC, deducem ca BD = BC.

Notand cu 2z masura unghiului ZBDC' si scriind ca suma masurilor unghiurilor
triunghiului BDC' este 180° obtinem

2z + 2x + x = 180°, deci = 36°, de unde m(£LBDC) =72°................ (2p)
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Editia a XXVII-a
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clasa a VII-a

b
1) Fie a,b € R — {0} astfel incat % +—=60.
a

+b L
a b este irational.

Demonstrati ca a # b, iar numarul

* Kk
Solutie si barem de corectare
N 7 P (1p)
b
Daca presupunem, prin reducere la absurd, ca a = b, atunci % + - =21n
a
contradictie cu ipoteza. Deci a £ b ... (1p)
b
Scriem egalitatea % + — = 6 sub forma a? + b* = 6ab.
a
Din aceasta relatie obtinem a? + b* — 2ab = 4ab, deci (a —b)* =4ab ........ (3p)
i a®+b% 4 2ab=8ab, deci (@ +b)> =8ab .........cccviiiiiiii (2p)
b\? b
Rezulta ca <a i b) = 2, deci s ; este irational............ .. ... ... ... (3p)
a— a—

2) Se da triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC'. Bisectoarea unghiului ZABC inter-
secteaza (AC) in D. Demonstrati ca daca doua dintre segmentele [AD], [BD], [BC]
sunt congruente, atunci toate cele trei segmente sunt congruente.

Dorel Mihet,

Solutie si barem de corectare

N 7 P (1p)
Avem de demonstrat trei implicatii:

e Daca AD = BD atunci AD = BD = BC.

Notand m(£ZABD) = x, avem: m(£BAC) = x, m(LACB) = m(£LABC) = 2z,



deci m(£BDC) = m(£LBAC) + m(£LABD) = 2x = m(£BCA), de unde

BD = BC. (Se poate chiar afla x, x =36°) ..............coiiiiii (2p)
e Daca BD = BC atunci AD = BD = BC.

Notand m(ZABD) = z, avem: m(LACB) = m(£LABC) = 2x, deci §i 20 =
m(£BDC) = m(£LBAC) + m(£LABD), de unde m(£ZBAC) = x = m(£LABD),

deci BD = AD. . (2p)

e Daca AD = BC atunci AD = BD = BC.
Din t bisect , AD _AB (2p)
in teorema bisectoarei, TD = RO e p
Folosind ca AD = BC si AB = AC obtinem din relatia de mai sus ca B—O = £
=ptsdb= s E D~ BC

Unghiul ZC fiind comun, rezulta ca triunghiurile A BC'D si A AC'B sunt aseme-
nea (cazul I de asemanare). Cum A ACB este isoscel cu AC' = AB, rezulta ca si

ABCD este isoscel, cu BC' = BD, de unde concluzia. ...................... (3p)
Varianta 2: Ducem DE || BC, E € AB. ... i (1p)
Atunci ZADE = LZACB = ZABC = ZAED, deci AE = AD. Rezulta ca
BE = CD. o (1p)
Avem totodata /EDB = /DBC = ZDBE, deci triunghiul BDE este isoscel cu
DE = BE = CD. ..o (1p)
Atunci triunghiurile AED si BC'D sunt congruente (L.U.L), de unde

AD = BD. .o (2p)

Varianta 3: Sa notam m(ZABD) = x. Atunci m(£LACB) = m(£LABC) = 2z,
m(£BAC) = 180° — 4z ™= y si m(£BDC) = z + y. Folosind faptul c& intr-un
triunghi la latura mai mare se opune unghiul mai mare, avem:

r<y< AD < BD < BC < BD & x+y < 2z < y < x, contradictie.

Prin urmare fiecare din presupunerile x < y si y < x duce la o contradictie, deci
trebuie ca x =y, adica AD = BD = BC.........oo i (5p)

3) In triunghiul ABC cu AB = 13, CA = 15, BC' = 14, notam cu E, D, M
respectiv picioarele inaltimii, bisectoarei si medianei din A. Latura [BC] se imparte
in n parti egale, printre punctele de diviziune aflandu-se si punctele £, D, M.
Aflati cea mai mica valoare posibila a lui n.

Evan Chen (NIMO 2013)

Solutie si barem de corectare

SEAT (1p)
. : . BD 1 ) oy . 13
Din teorema bisectoarei, — = —. Folosind proportii derivate obtinem BD = —,
DC 15 2
15 ) 1
DO = ?, deci DM = 5 ................................................... (2p)

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiurile ABE si AEC' deducem ca
EC? — EB? = AC? — AB?, adicd (EC — EB)(EC + EB) = 152 — 13?2 = 2- 28,



10 13 28
Pe de alta parte, deoarece BE = 5 BD = 5 BM = oL daca impartim [BC]|
in 28 de parti egale, diviziunea contine punctele D, E, M. Asadar valoarea minima

alulmeste 28. ... (2p)

4) a) Fie m € N. Aratati cd m? + 1 nu se divide cu 7.
b) Exista n € N cu proprietatea ca 2013™ + 1 se divide cu 6" — 17

Dorel Mihet,

Solutie si barem de corectare

1 70 (1p)
a) Numarul m poate avea una din formele M7, M7 + 1, M7 + 2 sau M7 + 3.
Corespunzator, m? poate fi de forma M7, M7+1, M7+ 4 sau M7+2, deci m?+1
nu se divide cu 7... .o (2p)
b) Evident n = 0 nu convine. Presupunem ca ar exista n > 1, astfel ca 6" — 1 sa
divida 2013™ + 1, Atunci ultima cifra a lui 6™ — 1 este 5, deci 6" — 1 este divizibil
cu 5. Trebuie atunci ca 5 sa divida 2013"™ + 1. Cum 2013™ + 1 este numar par,

trebuie ca ultima cifra a lui 2013" + 1 sa fie 0, decin =4k +2, ke N....... (2p)
Atunci 6" — 1= (7 — D)2 — 1 = M7+ (=1)*+2 — 1 = M7, deci 6" — 1 se divide
Ol T e (3p)

Rezultd ca si 2013™ + 1 se divide cu 7, adicd (2013%*+1)2 4 1 se divide cu 7, in
contradictie cu proprietatea demonstrata la a) (cu m = 2013%++1).

Prin urmare nu exista numere naturale n pentru care 2013™ + 1 sa fie divizibil cu
B — L e (2p)
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av3+b
1) Demonstrati ca daca a,b sunt numere naturale diferite de zero, iar L € Q,
b3+ 1
A+ 0+ 1 5
atunci ————— este numar natural.
a+b+1

Prelucrare dupa Stefan Smarandache (Olimpiada Nationala 1994)

Solutie si barem de corectare

11721 P (1p)
3+
Daca a\/_—+ — g € Q atunci a3 + b = bg\/3 + ¢, adica (a — bg)V3=q—b...... (2p)
bv3+1 )
Daci a — bq # 0 ar rezulta ca /3 = 1q _b € Q, contradictie ...................... (1p)
— g
Rezultd a —bg =0, decigiq—b=0. Atuncia=bg=5b>.......................... (1p)

Put o at Ca?+ 0 +1 VP +1 202+ 10 (BP+1)2 -0
utem Scrie atuncil = = = —
a+b+1 P+b+1 P+b+1 P+b+1

(P+1=0b)B*+14b)
T 4
D21 b+ 1 + (4p)
aZ+ b2 +1
a+b+1

care este numar natural fiind intreg si pozitiv (pentru ca > 0, sau pentru ca



Varianta pentru prima parte: Amplificand cu conjugata numitorului obtinem

av3+b 3ab—b b —a
= P 2
bvV3+1 362—1+3b2—1\/_ (2p)
3ab—b b —
Cum 322 13 _al sunt numere rationale, ............. .. i (1p)
3+0b b —
av'3 + € Q daca si numai daca - 0, adica daca gi numai daci b* =a.... (1p)

b3+ 1 302 — 1

2) Baza piramidei VABC este triunghiul echilateral ABC. Demonstrati ca daca cele

patru fete ale piramidei au ariile egale, atunci VABC' este tetraedru regulat.
Dorel Mihet

Solutie si barem de corectare

STt (1p)
Fie O proiectia lui V' pe planul bazei, iar M, N, P picioarele perpendicularelor din O pe
AB, BC, C'A (respectiv).

Din teorema celor trei perpendiculare rezulta ca VM,V N,V P sunt inaltimi in triun-

ghiurile VAB, VBC, VO A . .. (1p)
Deoarece AB = BC = C'A = a, iar fetele laterale au aceeagi arie, deducem ca VM =
VN = VP, iar din Aapc = Ayap obtinem ¢ VM = 93 .. (2p)

Rezulta ca AVOM = AVON = AVOP, deci OM = ON = OP. Prin urmare O este
sau punctul de intersectie a bisectoarelor interioare sau punctul de intersectie a doua din
bisectoarele exterioare ale triunghiului ABC ... ... .. ... ... .. o i, (2p)
In primul caz, O coincide cu punctul de intersectie a mediatoarelor laturilor triunghiului
ABC, deci VA = VB = VC. In plus, din Aupc = Ayap rezults VM = %g, deci
VA=,/ ‘1—2 + % = a, adica fetele laterale sunt triungiuri echilaterale.............. (1p)
Aratam ca al doilea caz este imposibil. Presupunem ca O este la intersectia bisectoarelor
exterioare ale unghiurilor A gi C. Atunci AOAC este triunghi echilateral (are doua
unghiuri de masura 60°) ... (1p)
deci OM = “73,
cu OP, care este cateta ............ i (2p)

ceea ce este absurd, caci triunghiul V PC ar avea ipotenuza V P egala

Pentru tratarea completa a primului caz se acorda 5p.
Observatie. Un tetraedru cu toate fetele de aceeasi arie se numeste tetraedru echifacial.

Intr-un tetraedru echifacial muchiile opuse sunt congruente.



3) Fie x1,x9,...,210 € Ncu z1 + x5 + ... + 119 = 15.
Demonstrati ¢a @f + 23 + ... + 2%, > 25.
Andrei Eckstein

Solutie i barem de corectare

N 7t PP (1p)
Din inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski rezultd ca x? + 3 + ... + 2%, > 22,5, deci 27 +
i T . (3p)
Deoarece x% + x5+ ...+ 1%, are aceeasi paritate cu z1 43+ ...+ 19, riméane s demonstram
CA T2 4 T3 4 o 0 7 23 (2p)

Pentru aceasta consideram scrierile lui 23 ca suma de cel mult 10 patrate perfecte nenule
i aratam ca x; + ... + x19 # 15:

16+1+...+1~~44+7=11
—_—

7
16+4+14+141~~4+24+14+1+1=9

94+9+1+...+1~6+5=11
5
9+9+4+1~6+3=9

9+4+4+1+...+1~~3+44+6=13
———

6
944+4+4+141~3+6+2=11
A d44+44+4+14+141~1043=13 ... ... (4p)

Observatie. Valoarea minima a lui > 7 este 25 si se atinge cand 5 dintre numerele

T1,...,x10 sunt 2, iar celelalte 1.

Solutia a II-a
STt o (1p)
Daca printre cele zece numere sunt 0O-uri atunci exista neaparat si numere z cu z > 1

si inlocuind perechea (0,z) cu (1,z — 1) micsoram suma patratelor. Scapam astfel de

La fel, daca printre numerele date exista si x > 2, atunci neaparat printre ele este gi 1.
Inlocuind perechea (z,1) cu (z — 1,2) micgoram iardsi suma pitratelor ............ (3p)

Astfel minimul se obtine atunci cand toate numerele sunt 1 sau 2.................. (1p)



Se constata imediat ca pentru a obtine suma 15 trebuie ca 5 dintre numerele x4, ..., x19 sa

fie 2, iar celelalte 1. Deci valoarea minima pentru Y 22 este 5-4+5=25......... (2p)

Solutia a I1l-a

N 7t PP (1p)
Pentru orice numar natural n este adevarata inegalitatea n? > 3n — 2 (se reduce la
(M= 1)(1 = 2) > 0) ottt (6p)
Deci S22 >3 @i — 20 = 25 it (3p)

4) Se stie ca modificand o singurd cifra din scrierea zecimald a numdrului 242643801 ge
obtine un numar prim p.
a) Care este ultima cifra a lui p?

b) Aratati ca 42643801 est ar prim.
) Aratati ca este numar prim Dorel Mihet

Solutie si barem de corectare

STt . (1p)
a) Numarul 242643801 e termind cu cifra 2 ... (1p)
deci pentru a obtine numarul p trebuie sa modificam ultima cifra asa............. (1p)

Aratam ca aceasta cifra trebuie schimbata in cifra 1 (deci p se termina in 1). Intr-adevar:

-Daca u(p) = 3, atunci p = 242643801 4 1 Aceastd egalitate este insd imposibild, deoarece

242643801 11 go divide CU 3. ..ttt (1p)
_Daci u(p) = 7, atunci p — 212643801 5 g5 942648801 | 5 _ 9. 942643800 | 5 __ 9 Q14214600 4 5
2(7k + 1) + 5 este multiplu de 7, contrazicand faptul ca p este prim................ (2p)
-Dacd u(p) = 9, atunci p = 242643801 47 — 942643801 4 1 4 6 se divide cu 3, absurd .. (1p)

242643801 _ 1 egte prim. Presupunem prin absurd ci

b) Din a) rezulta ca numarul p =
numarul 42643801 este compus.

Atunci 42643801 = m -n, cu 1 < m,n < 42643801, deci 1 < 2™ — 1 < 242643801 _ 7 j
242643801 _ 9 — gmn _ 1 — (2m)" — | ge divide cu 2™ — 1, absurd. Contradictia la care am
ajuns ne arata ca 42643801 este Prim........ ..ot (3p)
Observatie. Un numar prim de forma 2" — 1 se numeste numar prim Mersenne. Daca
2" — 1 este numar prim Mersenne, atunci n este prim. Numarul p din problema este un
numar prim Mersenne care are 12.837.064 cifre (al treilea ca marime cunoscut pana in

prezent).



