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Clasa a 1X-a

Problema 1: Aratati ca pentru orice numar natural nenul nexista un numar natural avand n cifre, toate

impare, care se divide cu 5"

Problema 2 Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Notam cu E,, E,, E_, E; centrele cercurilor celor noua

puncte corespunzatoare triunghiurilor BCD, CDA, DAB, respectiv. ABC. Aratati ca dreptele
AE,,BE,,CE_, DE, sunt concurente.

Problema 3: a) Aratati ca dintre toate triunghiurile inscrise intr-un triunghi ascutitunghic dat perimetrul
minim il are triunghiul sau ortic.

b) Notam cu R respectiv ' raza cercului circumscris unui triunghi ascutitunghic ABC , respectiv raza
cercului Tnscris Tn triunghiul determinat de picioarele bisectoarelor interioare ale triunghiului ABC.

Aratati ca are loc inegalitatea R > 47 .

Problema 4: Fie a,b,c,d,e numere reale cu proprietatea ca

a+b+c+d+e=0si a®+b*+c®+d*+e®=0. Aritati ca
a(a+c)(a+d)(a+e)=b(b+c)(b+d)(b+e).

Probleme selectionate de lector univ. Dr. loan Casu
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1. Fie a,b,c,a,B,7 €R, cu @’ +b*+c® # 0 # afy . Aritati ci ecuatia
a-24** +b-3% +¢-2012* =0
are cel mult doua solutii reale.

2. Fie A o mulfime infinitd cu proprietatea cd pentru orice ne N” si orice a,,a,,...,a, € A are loc

inegalitatea |a, +a, +...+a,| <1. Ardtai ca existd o functie bijectiva f :N— A.

3. Peo tabla sunt scrise n numere naturale, unde n e N,n > 2. La fiecare pas se sterg cate doua

numere a si b, cu proprietatea ca nu se divid vreunul prin celdlalt, care se inlocuiesc cu cel mai
mare divizor comun §i cu cel mai mic multimplu comun al lor. Aratati ca dupa un numar de pasi,
numerele de pe tabla nu se mai modifica. Aratati cd numarul respectiv de pasi este cel mult

(n-1)1.

4. a) Ardtati cd pentru orice dreaptd d existd doud numere complexe o, € C, cu |a|=1, astfel
ncét pentru orice aunct M din plan de afix z,, are loc echivalenta
Medsz, =a-z,+8.
b) Aritai ca doud drepte d, si d, de ecuatii d,:z=0,z+f, 5i d,:z2=a,z+f3,, unde
oy, Bia,, B, € C cu |ay| =|a,| =1, sunt perpendiculare daca si numai daci e, +o, = 0.
¢) Aratati ci daca dreapta d este data de ecuatia d :z=az+ B,a,8eC, la| =1, distanta unui

punct M de afix z,, fatd de dreapta d este
: 1 —
dlst(M,d)zg‘azM +B- M‘.
d) Aratati cd aria unui triunghi ABC cu varfurile de afixe z,,z;,z. este

aria[ ABC] =%‘Im(zAEB +257c + ZCEA)

Probleme selectionate de Andrei Eckstein
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1. FieneN, cunx>2,iar A BeM, (C) douad matrice. Aritati ci

a) Daca matricea A este nilpotentd, atunci A" =0, .

b) Dacd existd n+1 numere distincte t,,t,,...,t,,, € C cu prooprietatea cd matricea A+t,B esze
nilpotenta pentru orice i =1,n+1, atunci A si B sunt matrice nilpotente.

2. a)Aratatica (x,) ,datde x, :1i2+i +...+i2 este convergent.
n>! n

22
b) Determinati probabilitatea ca doua numere din intervalul [1, n] sa fie prime intre ele.

c) Daca L=Iim [%2 + 2% + 3% ot izj , aratati ca probabilitatea ca doua numere naturale
n—ow n

o < A 1
neunle luate la intdmplare sa fie prime intre ele este O

3. Aratati ca dacd o permutare o € S, , se descompune ntr-un produs de k cicluri disjuncte,

atunci signatura permutarii este

sgn(o)=(-1)"""

. 1
4. Fie a,b,c e R numere reale oarecarem t ,1-———— | iar sirurile (a (b ,(C,
€ 6[2012 2012j s ( n)nzo ( n)nZO ( )nZO

definite prin a, =a,b, =b,c, =c¢ si
a,, =th, +(1-t)c,
b, =tc, +(1-1)a,.
C,n =ta, +(1-t)b,

Ardtati ca girurile (an )nzo ,(bn )nzo ,(Cn )nzo sunt convergente si determinati limitele lor.
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1. Fie F multimea functiilor f :[0,1] - R derivabile cu derivata continuasi f (0)=0, f (1)=1.

Demonstrati ca

1

If 00~ f(olax=2,vf < F
e

0

.1 . 9 . .
si — este cel mai mare numar cu proprietatea de mai sus.
e

2. Calculati

X 1
() lim>[(1+sin2t)dt.
x—=>0 X 0
2
" 1
i dx.
(i) J.1+cosx

0

3. Fie M o multime nevidi si F:M — M o bijectie cu proprietatea F (x)#X,¥xeM . Pe M
definim legea de compozitie *: M xM — M , prin x*y = F(x). Demonstrati ca
a) X*Z=y+*Z implicd x=1y.
b) Legea * nu este asociativa.
c) Legea * nu are element neutru.

4. Fie (G,-) ungrup cu patru elemente, G = {e,a,b,c} cu proprietatea x* =e,vxe G, unde e este
element neutru.
a) Intocmiti tabla operatiei - pe mulfimea G.
b) Arétati ca grupul (G,-) nu este izomorf cu (Z,,+).
c) Daca G, este un grup cu patru elemente atunci G, ~G sau G, ~ Z,. Dati un egemplu de

grup izomorfcu G.



BAREM clasa a 1X-a

Pb 1. Pb 1. Demonstram prin inductie matematica dupa n si se verificam afirmatia din concluzie pentru

n=1. Presupunem afirmatia adevaratd pentru K, a,a,...a, = p-5k , i consideram numerele de k+1 cifre,

toate impare, laa,..a,,3a,a,..8,,5aa,...8,,7aa,...8,,98,a,..a, . Observdm ca acestea se pot scrie:
52X + p), 5“(3-2 + p), 5(5-2% + p),5"(7-2 + p),5(9- 2 + p). Numerele 2+ p,
3.2+ p,5-2+p,7-2+ p,9-2" + p dau resturi distincte la impartirea cu 5 si prin urmare unul dintre

ele se divide cu 5. Finalizam demonstratia {inand cont de observatiile de mai sus.

Pb 2. Daca notam cu O centrul cercului circumscris patrulaterului ABCD si cu H_,H,,H_H,

ortocentrele triunghiurilor BCD,CDA,DAB respectiv. ABC, atunci E,,E ,E_,E, sunt mijloacele

b? =c?

segmentelor (OH,), (OH,), (OH.),(OH,). Au loc egalititile vectoriale OE, =%.(@+E+ﬁ)(si
analoagele). Un punct M de pe dreapta OE, este caracterizat de egalitatea OM = k‘FA-F(l-k)‘TEa

. 1 .
pentru ke R. Observam ca punctul corespunzator lui k =3 este situat pe toate cele patru drepte

AE,, BE,,CE,, DE,.

Pb 3. a) Fie un triunghi UVW cu proprietatea din enunt (U € (BC), etc.); ducem simetricele U',U" ale

lui U fata de dreptele AB, respectiv. AC . Perimetrul triunghiului UVW este egal cu lungimea liniei
frante UWVU", care este mai mare sau egald decdt lungimea segmentului (U'U”"). Observam ca

AU'=AU" =AU sica m(xUAU") =2m(<A) = const, deci UU" este minim cand AU este minim,
adica atunci cand AU este Tndltime in triunghiul ABC samd.

b) Se calculeazd semiperimetrul triunghiului ortic, %«(acosA+bcosB+ccosC) =%s p, unde am

notat cu S aria triunghiului ABC si cu p semiperimetrul triunghiului determinat de picioarele

bisectoarelor interioare . Calculam (cu teorema bisectoarei, etc.) aria triunghiului determinat de
2abc-S

(b+c)(c+a)(a+h)

- ) _ z e . .. &S
picioarele bisectoarelor interioare S = si din inegalitatea mediilor se obtine S < 7

. . .S L. . . . o
Din egalitatea 7 =— si din cele de mai sus se obtine concluzia R > 47 .

Pb 4.Calculim (x+c)(x+d)(x+€)=Xx+p)x*+px+p, cu p,=c+d+e=—(a+b), p,=cd+de+ce, p,=cde.
Calculdm (a+b)’=(c+d+e)* =X c*+3p,p, -3p, =—(a° +b*)-3(a+b)p, —3p,.

Din egalitatile de mai sus se deduce p, =(a+b)(ab-p,).

Calculim a(a+c)(a+d)(a+e)=a(a’+pa’+ p,a+p,)=a-[a’—(a+b)a’ +p,a+(a+b)@—p,)] =ab@-p,).

Analog are loc b(b+c)(b+d)(b+e)=ab(ab—p,), ceca ce demonstreaza complet egalitatea din
concluzie.



