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Concursul interjudetean de matematica

”Traian Lalescu”, Editia a XXV-a,
Resita, 25-27 martie 2011

Subiecte pentru clasa a IX-a

1. Fie ABC un triunghi, D mijlocul laturii [BC| si E piciorul bisectoarei duse din B.
Notam cu P intersectia segmentelor [AD] si [BE].

Demonstrati ca P este simetricul lui D fata de centrul de greutate al triunghiului ABC
daca si numai daca BC = 4AB.

2. Fie a un numar real. Demonstrati ca daca ecuatia
2[z] = 3{z} =a
are doua solutii reale distincte, atunci diferenta dintre acestea este 5/3.

3. Se defineste sirul de numere reale (z,),en astfel:

x9 =0, Tpg1 = 22, — /322 + 25 Vne N .

Demonstrati ca:
a) Sirul (x,)n,en este strict descrescator.
b) Pentru orice n € N are loc relatia

Tpyo = 45En+1 — Tn -

c¢) Toti termenii girului (z,),en Sunt numere intregi divizibile cu 5.
d) x, este par daca si numai daca n este par.
s

4. Demonstrati ca pentru orice x,y, 2z € (O, 5) are loc inegalitatea

sinr siny sinz
tgxr+tgy+tgz> + + .
COSY COSZ COSZT

Nota: Timp de lucru - 3 ore



Clasa a [X-a
Solutii

1. Notam cu z valoarea raportului AB/BC=AE/EC (teorema bisectoarei,
1 punct) si cu y valoarea raportului AP/PD. Trebuie sa demonstram
caz=1/4< y=1/2 (2 puncte).

BE = BA+ xB? B? (1 punct)
1+ 1+x
BP = m—i—y@ ! j—l— B? (1 punct)
l+y 14y
Cum vectorii BE si BP sunt colineari, rezulta
T _ T

(2 puncte)

1 Y
1+y 2(1+vy)

adica y = 2z (1 punct). Rezulta echivalenta ceruta (1 punct).

2. Fie x1, x5 doua solutii distincte ale ecuatiei. Putem presupune ca
r1 < Ty, de unde rezulta [z1] < [z2] (1 punct). Daca [x;] = [z2], din
2[z1] — 3{x1} = a = 2[x3] — 3{x} rezulta {1} = {2} si deci z; = o,
absurd. Astfel, [z1] < [22] (2 puncte). Se obtin relatiile

3> 3({za} — {m1}) = 2([wa] = [1]) > 2

de unde rezulta [z3] — [x1] = 1 (2 puncte) si {z2} — {21} = 2/3 (2
puncte).
In concluzie, 25 = [z5] + {22} = [11] + 1 + {21} +2/3 = 21 + 5/3 (2
puncte).

3. a) Din enunt, rezulta z,,, < 2z, — V3|2, < (2 — V3)z, < z,, pentru
orice n € N (2 puncte).
b) Relatia de recurenta conduce la

Tp=2Tp1 £/322,,+25 VneN

1



Conform cu a), doar solutia cu “+” convine (2 puncte). Adunand

aceasta egalitate cu
Tpto = 2Tpt1 — /322, + 25

se obtine 19 = 42,41 — x, (1 punct).

c) zg = 0, 1 = 5 satisfac conditiile. Din b) rezulta ca daca z,, $i 41
sunt intregi divizibili cu 5, atunci x,,o satisface aceleasi conditii. O
inductie “cu dubla ipoteza” incheie demonstratia (2 puncte).

d) zo este par, iar x; impar. Din b) rezulta ca x, si x,.2 au aceeasi
paritate. O inductie “cu salt” incheie demonstratia (2 puncte).

. Putem presupune ca z este cel mai mic dintre cele 3 unghiuri. Atunci

1 1
(siny—sinz)( - ) >0

COST  COSZ
de unde obtinem

sy 4 S18 04 > Sy 4 S18 04 (*) (3 punCte)

CcOS T COSz = COSz CcOS T

Utilizand monotonia functiilor trigonometrice in primul cadran, obtinem

1 1
(sinx—siny)( - ) >0

COS T COoS Yy

ceea ce se mai scrie

sinz siny _ sinx = siny
+ > +

> (%) (3 puncte)
COST  COSYy ~ COSY COST

Adunand membru cu membru inegalitatile (x) si (s*) rezulta concluzia
(3 puncte).
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Subiecte pentru clasa a X-a

1. Fie A o multime de numere reale cu 2011 elemente. Determinati functiile injective
f A — A care au proprietatea ca

[f(x) — x| = [f(y) —
pentru orice x,y € A.
2. a) Aratati ca functiile ("sinus hiperbolic” si respectiv ”cosinus hiperbolic”)

def € — e -t

t
sh:R — R, sh(t) = — ch: R —[1,00), ch(t)défe—i_e

2

sunt surjective; aratati ca functia sh este bijectiva si sa se determine inversa acesteia.
b) Aratati ca au loc urmatoarele egalitati:

ch?(t) — sh*(t) = 1;  ch(t; +ta) = ch(ti)ch(ts) + sh(ty)sh(ty);
sh(ty + to) = sh(ty)ch(ts) + ch(ty)sh(ts)

pentru orice t,t1,ts € R.
c) Aratati ca daca numerele reale z,y, z verifica egalitatea

(z+VI+a2)(y+V1+12) =2+ V1+ 22
atunci au loc egalitatile
e/ 1+y?+yv1i+a? =z xy+\/1+a:2\/1+y2:\/1+22;

ot oyt 2t — 227y — 272 — 22727 = datyPR

3. Fie a,b, ¢ numere complexe distincte astfel incat |bela + |calb + |ablc = 0. Aratati ca
are loc inegalitatea |(b+ ¢)(c + a)(a + b)| > |abc|.

4. a) Aratati ca numarul 2010! + 1 este divizibil cu 2011.

b) Aratati ca o multime de 2010 numere naturale consecutive nu se poate descompune in
doua submultimi nevide si disjuncte A si B astfel incat produsul numerelor din multimea
A sa fie egal cu produsul numerelor din multimea B.

Nota. Timp de lucru - 3 ore.
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Clasa a X-a - Barem orientativ de corectare

Problema 1. Start ... 1p
Afirma ca functia f este si surjectiva (bijectiva) ... 2p
Obtine f(z) = x & ¢ pentru orice z € A (c fixat) ... 2p

Scrie > f(z)= > z+ec- > £1= > =z .. 3p
€A €A €A €A
Din imparitatea numarului de elemente ale lui A deduce ¢ = 0; concluzioneaza ca raspunsul

la problema este functia identitate ... 2p

Problema 2. Start ... 1p

Demonstreaza surjectivitatea lui sh si respectiv ch ... 1p+1p=2p

Demonstreaza injectivitatea (bijectivitatea) lui sh si obtine inversa ... 0.5p

Demonstreaza cele trei egalitati de la punctul b) ... 0.5p+0.5p+0.5p=1.5p

Logaritmeaza ipoteza din c) si scrie sub forma sh™1(x) + sh™(y) = sh™1(z) ... 1p

Aplica egalitatii de mai sus functia sh (si/sau ch) si obtine cele doua egalitati din concluzie
.. 1p

Obtine egalitatile similare —yv/1 + 22 4+ zm =z, —aVi+22+2/1+a22=y .. 2p
Elimina v/1 + 22, 1/1 4+ y2,+/1 + 22 din egalitatile corespunzatoare si obtine a treia egalitate
delac) ... 1p

(Daca demonstreaza altfel/direct se acorda cele 5p)

Problema 3. Start ... 1p

Deduce ca punctele A; (\qu . a) , B1 (ﬁ . b) ,C1 (ﬁ . c) sunt pe cercul unitate si ca centrul
de greutate al triunghiului A; B1C; este in originea O ... 1p+1p=2p

Deduce ca triunghiul A1 B1C este echilateral si de aici ca unghiurile ZA; OB etc. au masurile
egale cu 120° ... 1p+1p=2p

Aplica teorema cosinusului in triunghiurile OBC, OCA si respectiv OAB (unde s-a notat
A(a), B(b), C(c)) si obtine egalitatile |b — c|2 = |b]% + |¢|> + |b] - || etc. ... 1p

Din identitatea paralelogramului si cele de mai sus obtine egalitatile |b-+c|? = |b|2+|c|? —|b]-|c|
si analoagele ... 2p

Din inegalitatea mediilor deduce inegalitatile |b 4 c|? > |b] - || etc. ... 1p

Obtine prin inmultirea acestora inegalitatea din enunt ... 1p

Problema 4. Start ... 1p

Observa ca 2011 este numar prim; aplica teorema lui Wilson si deduce ca 2010! + 1 se divide
cu 2011 ... 1p+1p=2p

Presupune ca ar exista o descompunere ca in enunt si arata ca niciunul din cele 2010 numere

nu se divide cu 2011; arata ca acestea dau resturile {1,2,..., 2010} la impartirea cu 2011 ...
2p
Obtine in termeni de clase de congruenta o egalitate de forma [] »= T[] r (modulo 2011)
reA’ reB’
. 1p

2010 1005
Obtine echivalent | [[ = = I r (modulo 2011) ... 1p
reA’ re{1,2,...,2010}



Din teorema lui Fermat deduce ca membrul stang da restul 1 la impartirea cu 2011 ... 1p
Din teorema lui Wilson si binomul lui Newton deduce ca membrul drept da restul -1 la
impartirea cu 2011 ... 1p

Observa contradictia si trage concluzia ... 1p



Universitatea de Vest din Timisoara Inspectoratul scolar judetean
Facultatea de Matematica si Informatica Caras-Severin

Concursul interjudetean de matematica

”Traian Lalescu”, Editia a XXV-a,
Resita, 25-27 martie 2011

Subiecte pentru clasa a XI-a

1. Determinati toate functiile continue f : R — R cu proprietatea ca f(z) — f(y) € Q
pentru orice z,y € Rcux —y € Q.

2. Fien e N, n> 2 iar A € Mopun(C) si B € M,,42,(C) douad matrice cu proprietatea

cd AB = C = (ci5); j—127 are elementele date de

1 dacai=j;
ci; =4 —1 dacali—j| =n;
0 daca i # j(mod n).
Determinati produsul BA.

3. Fiene N, n>2 iar A, B,C,D € M,4,(C) matrice cu proprietatea ca A-'B si C'-'D
sunt matrice simetrice, iar A-'D — B-'C' =1I,. Aratatica'A-D —'C - B = 1I,.

4. Fie (xn)n>1 $1 (Yn)n>1 doud siruri definite prin z; = %, Y = % si

Tpi1 = TpC0S(Yn) — YnSin(Yn),  Yni1 = TnSin(Yn) + yncos(yn), (V)n > 1.

Aratati ca cele doua siruri sunt convergente si determinati limitele lor.

Nota: Timp de lucru - 3 ore



Concursul interjudetean de matematica

”Traian Lalescu”, Editia a XXV-a,
Resita, 25-27 martie 2011

Barem de corectare a solutiilor la clasa a XI-a

1.
start 1p
pentru 7 € Q considera functia g, : R — R, g,.(z) = f(z + 1) — f(2) Ip
g este continua cu I'm(g,) C Q Ip
deci g, este constanta Tg o €Q 1p
considera a = ¢; = f(1) — f(0), b = f(0) si observa ca a € Q,b € R Ip
aratécéc;:%-q:% 2p
deduce ci'c, = a - r, (V)r e Q Ip
deci f(r) =ar+b, (V)r € Q 1p
din continuitate obtine ca f(x) =azx +b, (V)r € R,cua e Q,b € R 1p
Total 10p
2.
start 1p
scrie A = ﬁ; , B=[B; By, cu A;, B; € M,,(C) 2p
§1AB_[—]n [n} 2p
ObtjiHGCé A2 = —Al, BQ = —Bl, Bl = Al_l 2p
deduce ca BA=2-1, 3p
Total 10p
3.
start 1p
scric A-'B=B-'A,C-'D=D-C 1p
obtine D-'A—-C-'B=1, 2p
arata ca A B D B | I O I 3
C D —ic A O0n Iy 2n b
t t
deduceca[_tg _51}[é g]:]% 2p
din blocul (1, 1) trage concluzia 1p
Total 10p
4.
start 1p
observa ca z; = cos(ay),y; = sin(ay), cu a3 = arcsin % 1p
arata prin inductie ca x,, = cos(ay), yn = sin(ay,) 2p
$l g1 = ap + sin(ay,) 1p
arata prin inductie ca a,, , a € (0,7), (V)n > 1 2p
(i1 = ap + sin(ay,) > ay, > 0,
Api1 = Qp + sin(ay,) = a, +sin(t —ay) < @, + 71—, =7)
deduce ca («y,) este convergent 1p
culim, ,oo,=m 1p
deduce ca (x,) si (y,) sunt convergente cu lim,, o 2, = —1 si lim,, oy, =0 1p
Total 10p
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Subiecte pentru clasa a XII-a

1. Calculati integrala

/2011 arctg(v/x + 263) p
x
95 arctg(v/x + 263) + arctg(v/2299 — x)

2. Fie (M, ) o multime nevida, inzestrata cu o operatie binara asociativa, cu proprietatea
de simplificare la dreapta si la stanga(i.e., za = ya = x© = y, resp. ax = ay — x = y)
si astfel incat pentru orice a € M multimea {a™|n € N} este finita. Aratati ca (M, -) este
un grup.

3. Fie K un corp comutativ.
a) Daca char(K) # 2, artati c& multimea solutiilor ecuatiei 22 +3? =1 cu x,y € K este

{10} U {(r‘l%) rexl.

b) Determinati multimea solutiilor ecuatiei * + y* = 1 in cazul in care char(K) = 2.

4. a) Sa se calculeze integrala

In:/ cos"x dx .
0

, ) \* 1 T
lim = —,

unde 2n)!! =2-4-6-...-(2n—2)- (2n),iar 2n— 1)1 =1-3-5-...-(2n —1).

b) Aratati ca

Nota: Timp de lucru - 3 ore



Concursul interjudetean de matematica

”Traian Lalescu”, Editia a XXV-a,
Resita, 25-27 martie 2011

Barem de corectare a solutiilor la clasa a XII-a

1.
start 1p
face schimbarea de variabila y = 2036 — x 2p
si obtine ca I = 225011 arctg(\/xfgég()+z7—"~_ci§?\)/2299—x)d = 225011 arctg(\/xa:;tgfi()+2a2rgc?5;(f}2299—w) dx 3p
obtine ci 21 = [ 1dz = 1986 2p
deci I =993 2p
Total 10p
2.
start 1p
{a"n € N*} finitd = (Iym,n e N, m >n:ad" =a" 2p
din ™ -z = a™ - deduce ca a™ " - x =z, (V)x € G 1p
analog - " =z, (V)z € G 1p
deci @™~ "2 u, este element unitate 1p
arata ca u, = uy, (V)a,b € G 2p
pentru orice a € G deduce ca a™ ™! este invers pentru a 1p
trage concluzia 1p
Total 10p
3.
start 1p
a) pentru S = {(x,y) € K|z +y* =1} si A= {(1,0)} U {(ﬁ;%, 11;) |r € K}
aratica 124+ 02 =1= (;iﬁ)Q—i—(liZQ)Q, deci AC S 2p
pentru x = 1 rezulta y = 0 1p
pentru  # 1 considera r = ;%= si obtine ca r*(1 —z) =1+ 1p
deduce ca x = ’{:j siy = 1_2!;2 1p
deduce ca S C A 1p
b) scrie ecuatia sub forma (z +y)* =1 1p
deduce cax +y =1 1p
obtine ca S = {(r,r + 1)|r € K} 1p
Total 10p
4.
start 1p
a) calculeaza Iy = 3, I, =1 1p
obtine relatia de recurenta [, 1o = Q—I;[n 2p
deduce ca I, = (2(7;;)1!?” -z 1p
. _ (2n)!
i Iony1 = @Dl Ip
b) arata ca I, > I2n+1 > 12n+2 1p
obtine inegalitatile (%)2 ﬁ <3 1p
(et N2 1 o2 a
5t ((2n71)!!) a1l 2l S 2 1p
trece la limita si obtine concluzia 1p
Total 10p



