Universitatea de Vest din Timisoara Inspectoratul scolar judetean
Facultatea de Matematica si Informatica Caras-Severin

Concursul interjudetean de matematica
”Traian Lalescu”, Editia a XXV-a,
Resita, 25-27 martie 2011
Clasa a V-a

1. Aflati suma tuturor cifrelor care apar in scrierea numerelor 1, 2, 3,
107 — 1.

2. Aratati ca nu exista niciun numar natural care sa se mareasca de 7 sau
de 9 ori prin mutarea primei cifre la sfarsit.

3. Aratati ca, oricum am alege 7 numere naturale nenule distincte mai
mici sau egale cu 126, printre ele se vor afla doua astfel incat cel mai
mare dintre ele sa fie mai mic sau egal cu dublul celui mai mic.

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru efectiv 2 ore.



Universitatea de Vest din Timigoara Inspectoratul scolar judetean
Facultatea de Matematica si Informatica Carag-Severin

Concursul interjudetean de matematica
"Traian Lalescu”, Editia a XXV-a,
Resita, 25-27 martie 2011
Barem de corectare pentru clasa a V-a

Subiectul 1.

o Oficiu ..o 1p
o Adauga 0 TN SIT ..o 1p
e Grupeaza numerele in perechi de forma (a,10" —1—a) ........... 3p
e Observa ca suma cifrelor din fiecare pereche este 9n .............. 3p
e (Calculeaza numarul perechilor ca fiind % ........................ 1p
e Suma totala este Qn% ........................................... 1p

Subiectul 2.

o Oficiu ..o 1p
e In primul caz, prima cifra este 1 .......... ... ... . L 0,75p
o Atunci loy ... 2t - T=xy...ztl,decit =3 ........................ 1p
e loy... 23 -T=ay...231,deci 2z =3 ..., 1p
e Toate cifrele numarului cautat sunt egalecu 3 ................. 1,25p

e Prima cifra a numarului este 1, deci nu exista astfel de numere ..0,5p

e In cel de-al doilea caz prima cifraeste 1 ........... ... ... ... 0,75p
e Areloc lay...2t-9=uay...ztl,decit =9 ....................... 1p
o lxy...29-9=uaoy...291,deci 2 =9 ...... ... 1p

1



e Toate cifrele numarului cautat sunt egale cu 9 ................. 1,25p

e Prima cifra a numarului este 1, deci nu exista astfel de numere ..0,5p

Subiectul 3.

e Imparte multimea {1,2,...,126} in submultimi disjuncte astfel incat
fiecare element al unei submultimi sa fie de cel mult 2 ori mai mare ca
oricare alt element al aceleiagi submultimi......................... 4p

e Submultimile cautate sunt {1,2}, {3,4,5,6}, {7,...,14}, {15,...30},

(31,...,62), {63, ... 126} oo 3p
e Oricum am alege 7 numere din multimea {1, 2, ..., 126}, cel putin doua
vor fi in aceeasi submultime .......... ... ... 2p



Universitatea de Vest din Timisoara Inspectoratul scolar judetean
Facultatea de Matematica si Informatica Caras-Severin

Concursul interjudetean de matematica
”Traian Lalescu”, Editia a XXV-a,
Resita, 25-27 martie 2011
Clasa a VI-a

1. Aratati ca nu exista nici un numar natural care sa se mareasca de 2, 5,
6 sau 8 ori prin mutarea primei cifre la sfargitul numarului.

2. a) Determinati numerele strict pozitive a si b astfel incat
an 4 bn — an+1 4 bn+1 — an+2 4 bn+2
pentru un numar natural n > 2 fixat.

b) Daca a, b si ¢ sunt numere naturale avandu-1 pe 1 drept cel mai

. 11 : :
mare divizor comun gi — + 5 + — =1, arataticaa+ b, a — c si
c

b — ¢ sunt patrate perfecte.

3. Fie P/O\Q un unghi ascutit si B € (OQ. Construim din B o perpendi-
culara pe OP care intersecteaza aceasta dreapta in A. Punctul C' este
ales astfel incat triunghiul ABC' sa fie echilateral, iar O si C' sa nu fie
de aceeasi parte a dreptei AB. Fie D simetricul lui C' fata de OP si

M € (OQ astfel incat [OC]| = [OM]. Stiind ca m(P/O\C') = %m(P/O\Q),

a) aratati ca [AD] = [CM];
b) calculati m(P/O\Q)

4. Un gardian deschide pe rand toate celulele unei inchisori, care sunt
asezate in linie dreapta. Apoi, el inchide celulele cu numarul 2, 4, 6
s. a. m. d. Dupa aceea, luand celulele din 3 in 3, rasuceste cheia in
broasca acestor celule, inchizandu-le pe cele deschise si deschizandu-le
pe cele inchise. El continua in acest fel, la pasul ¢ luand celulele 7, 2i,
31, ..., si rasucind cheia in broasca lor. Detinutii ale caror celule au
ramas deschise dupa efectuarea tuturor operatiilor posibile de acest fel
sunt pusi in libertate.

Sa se arate ca detinutii eliberati vor fi cei din celulele avand numarul de
ordine un patrat perfect. (Fiecare operatie incepe din dreptul primei
celule.)

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru efectiv 3 ore.



Universitatea de Vest din Timigoara Inspectoratul scolar judetean
Facultatea de Matematica si Informatica Carag-Severin

Concursul interjudetean de matematica
"Traian Lalescu”, Editia a XXV-a,
Resita, 25-27 martie 2011
Barem de corectare pentru clasa a VI-a

Subiectul 1.

e Arata ca prima cifra poate fi doar 1, dar prin mutarea acesteia la
sfargitul numarului, acesta nu este multiplu de 5, deci nu exista astfel
de NUMETe .. ... 1p

e Arata ca prima cifra poate fi doar 1, dar prin mutarea acesteia la
sfargitul numarului, acesta nu este multiplu de 6, deci nu exista astfel
de NUMETe .. ... 1p

e Arata ca prima cifra poate fi doar 1, dar prin mutarea acesteia la
sfargitul numarului, acesta nu este multiplu de 8, deci nu exista astfel
de NUIMNETE ..o e 1p

e In cazul numarului care se dubleaza, prima cifra este 2 sau 4 ...... 1p

e Daca prima cifra este 2, atunci 2zy ...zt -2 =xzy...z2t2 si t este 1 sau

e Dacat =1, atunci 2zy ... z1 este impar, iar xy ... z12 este multiplu de
4, contradictie .......... 0,75p

e Daca t =6, atunci 2zy ... 26 -2 = My, iar zy...62 # My,
contradictie .........o 0,75p

e Daca prima cifra este 4, atunci 4oy ...zt -2 = xy...zt4, deci t este 2
S T ettt 1p



Dacd t =2, dzy...22-2 =xy...224 51 z este 1 sau 6. In primul caz,

dxy ... 122 = Mgsixy...124 # Ms. In al doilea caz, 4xy ... 62-2 # My

Slay...0624 = Mg oo 0,75p

Dacat =7, 4xy...27-2 = xy...274 g1 z este 3 sau 8. Arata ca in
ambele cazuri nu exista astfel de numere ............... ... .. ... 0,75p

Subiectul 2.

a) Observa ca a2 + "2 = (a + b)(a"™ + b" ™) —ab(a™ +0") ... 1p

Noteaza x = a” + b" si observa ca x = (a + b)x — abx, deci

(@—=1)b—1) = 0. 1p

Dacaa=1,atuncib=1giinvers ............cccoiiiiiieeiin .. 1p

b) Arata ca a, b, ¢ - distincte. ... 1p
3 1 1 1 3

Presupunea >b>c=-< -+ -+-<-=c<3.............. 1p
a a b ¢ ¢

C=1NUCONVINE ... ... 0,5p
11 1 2 1 1

Pentru ¢ = 2 rezulta — + - = —. Atunci — < — 4+ - < —, de unde

) a b 2 a a b b
b=3,deci @ =10 ..o 2,5p
Solutia a = 6, b = 3, ¢ = 2 verifica conditia problemei.............. 1p

Subiectul 3.

OfCIU . 1p
Figura ... o 1p
a) AADC este echilateral, AADC = AABC'si [AD] = [DC| = [AC] =
[AB] = [CB] (1) oot Ip
ADOC este isoscel si m(D/O\C) = 2z, unde x = m(P/O\C) ......... 1p
ADOC = AMOC, deci [DCO]=[CM] (2) covvviiiiiiiii. Ip



e Din (1), (2) rezulta ca [AD] = [CM] ..., 0,5p

e b) [CB] = [CM], deci m(CBM) = m(CMB) (3)..\voeeeen 1p
o m(CMB) = m(OCM) = B8=22 — 90° — - (4) .................... 1p
o CBMM este exterior AOBC, deci m(@) =30°4+32 (5)....... 1.5p
e Din (3), (4) si (5) rezulta ca = 15°, deci m(P/O\Q) =45°. ... 1p

Subiectul 4.

o OfiCIU ..o 1p
e Celula q a fost inchisa si deschisa in total de m ori, unde m este numarul

divizorilor Tui q ... ..o 3p
e Celula ¢ ramane deschisa daca m este un numar impar ........... 2p

Perfect .. 3p
e Finalizare ... ... ... 1p



Universitatea de Vest din Timisoara Inspectoratul scolar judetean

Facultatea de Matematica si Informatica Caras-Severin

Concursul interjudetean de matematica

”Traian Lalescu”, Editia a XXV-a,
Resita, 25-27 martie 2011

Subiecte pentru clasa a VII-a
1. Aratati ca numarul /26 + V3 + /2011 este irational.

2. Fie A ABC un triunghi ascutitunghic, I centrul cercului sau inscris, iar R € (BC) un
punct cu proprietatea ca ARB = IRC'. Aratati ca

AR-BC =IR-(AB + AC + BC).

3. a) Aritati cd ecuatia 2% + y? = 2011 nu admite solutii in multimea numerelor intregi.

b) Care dintre ecuatiile 2% +2011% = y? si < + i = zom7 are mai multe solutii in multimea
numerelor intregi? Justificati.
4. Fien € N, n > 3, iar Ay, As, ..., A, puncte in plan, necoliniare cate trei. Unele dintre

puncte sunt unite prin segmente. Notam cu s; numarul de segmente avand un capat in
punctul A;. Aratati ca exista doua puncte A; si A;, astfel incat s; = s;.

Nota: Timp de lucru - 3 ore



Concursul interjudetean de matematica
”Traian Lalescu”, Editia a XXV-a,
Resita, 25-27 martie 2011

Barem de corectare a solutiilor la clasa a VII-a

start 1p
noteaza v/26 + v/3 4+ V2011 = r si presupune 7 € Q 1p
scrie 7 — /2011 = /26 + /3 2p
ridica la pitrat si obtine ci rv/2011 4 /78 = ZH1982 ¢ Q 3p
ridica la pétrat si obtine ca 2rv/78 - 2011 € Q 1p
deduce ca v/26 - 3 - 2011 € Q, contradictie 1p
obtine ci v/26 + v/3 + /2011 ¢ Q 1p
Total 10p
start 1p
duce AA; L BC, II; L BC, cu A,,1; € (BC) 1p
aratd cda A AA R~ AILR 1p
deduce ca 42 = é;‘ll (1) 1p
folosind AA; || IT; deduce ca A AAP ~ AILP,unde P € (BC)N Al 1p
obtine ca 1%411 =48 (2) 1p
cu teorema bisectoarei in A ABC' obtine 42 = % (3) 1p
cu teorema bisectoarei in A ABP obtine % = AB§"PBP (4) 1p
din (1) — (4) obtine concluzia 2p
Total 10p
start 1p
a) aratd cd a? € 4ZU4AZ + 1, V)a € Z 1p
deduce ci 22 +y*> € Z\ (4Z + 3) 1p
arata ca 2011 € 4Z + 3 si trage concluzia 1p
b) pentru ecuatia 22 + 20112 = y? observa ca

(x,y)—solutie = (Fz, +y)—solutii 0,5p
pentru (z,y) € N transcrie (y — z)(y + z) = 20112 0,5p
obtine ci (y — x,y + z) € {(1,20112), (2011,2011)} 0,5p
deduce ci (z,y) € {(12011;—1,120“;“) ,(0,£2011)} 1p
pentru % + i = 20% transcrie echivalent

zy = 2011(z +y), =,y # 0 < (z — 2011)(y — 2011) = 20112 1p
obtine ca (z — 2011,y — 2011) € {£(1,20112),£(20112,1), (2011, 2011)} 0,5p
deduce ca (z,y) € {(2012,2011 - 2012), (2010, —2010 - 2011),

(2011 - 2012,2012), (—2010 - 2011, 2010), (4022, 4022)} 1p
trage concluzia: prima ecuatie are 6 solutii > 5 solutii pentru a doua ecuatie 1p
Total 10p
start 1p

observa ca s; € {0,1,...,n—1},(V)i=1,n 1p

caz 1 (F)ig: 8, =0=15,€{0,1,...,n =2}, (V)i=1,n 3p

aplica principiul lui Dirichlet gi trage concluzia 1p

caz 2 s, 20, V)yi=1,n =s; € {1,2...,n—1},(V)i=1,n 3p

aplica principiul lui Dirichlet si trage concluzia 1p

Total 10p



Universitatea de Vest din Timisoara Inspectoratul Scolar Judetean
Facultatea de Matematica si Informatica Caras-Severin

Concursul interjudetean de matematica

”Traian Lalescu”, Editia a XXV-a,
Resita, 25-27 martie 2011

Subiecte pentru clasa a VIII-a

1. Fie a, b, ¢ trei numere reale mai mari sau egale decat —2, avand suma nula. Aratati ca
a® + b+ > —6.

2. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ se noteazi cu M si N centrele fetelor
A'B'C'D' i ADD'A’. Aratati ca daca AM 1 A'C'si C'"N L BD', atunci paralelipipedul
este cub.

3. Aratati ca un pentagon convex cu toate unghiurile egale si trei dintre laturi congruente
este regulat.

4. a) Fie OABC un tetraedru tridreptunghic (OA L OB 1 OC L OA). Se noteaza
OA =p, OB = q,0C = r i cu d distanta de la punctul O la planul (ABC'). Aratati ca

are loc egalitatea:
1 1 1 1

ﬁ—ﬁ—i-?-i-r—z.

b) Fie a,b,c > 0. Sa se determine o solutie a ecuatiei

VO+e)b—z)(c—z)+/(ct+a)(c—z)(a—z)++/(a+b)(a—2)(b—2z)=+/(b+c)(c+a)(a+D).

Nota. Timp de lucru - 3 ore.



Universitatea de Vest din Timigoara
Inspectoratul Scolar Judetean Carag-Severin

Concursul Interjudetean de Matematica
Memorialul ”Traian Lalescu”, Editia a XXV-a,
Resita, 25-27 martie 2011
Clasa a VIII-a - Barem orientativ de corectare

Problema 1. Start ... 1p

Scrie (a —1)%(a+2) >0 ... 3p

Obtine a® —3a+2>0 ... 3p

Scrie inegalitatile analoage pentru b si ¢, apoi Insumeaza si obtine concluzia ... 3p

Problema 2. Start ... 1p

(Observa ca punctele A, M, A’, C| respectiv C’, N, B, D’ sunt coplanare ... 2p)
Scrie de doua ori, In mod corespunzator, conditia de patrulater ortodiagonal ...
2p (4p)

Face calculele si obtine doua egalitati intre lungimile muchiilor paralelipipedu-
lui, mai exact 22 + y? = 222 si y? + 22 = 222, unde AB = z, BC = y, AA' = 2
. 4p

Deduce din aceste egalitati ca paralelipipedul este cub ... 1p

Problema 3. Start ... 1p

Precizeaza ca distingem doua cazuri: cele trei laturi congruente sunt consecutive
sau nu ... 1p

In primul caz (AB = BC = CD) deduce mai intai ci DE = AE ... 2p

Deduce apoi ca AB = AF si trage concluzia ca ABC DFE este pentagon regulat

.. 3p
Trateaza complet (in acelagi mod) cazul al doilea ... 3p

Problema 4. Start ... 1p
a) Fie H proiectia lui O pe (ABC) si D proiectia lui O pe BC'. Calculeaza pe d
ca inaltime in triunghiul dreptunghic OAD si obtine egalitatea din enunt ... 3p
b) Alege un triedru de muchii OA = \/a, 0B = v/b,0C = \/c ... 1p

Obtine AH = v/a — d? si analoagele; obtine BC' = /b + ¢ si analoagele ... 1p
Obtine BH -CH -BC+CH -AH -CA+ AH - BH - AB =

Vb +o)(b—d?)(c—d?)++/(c+a)(c—d?)(a—d?)++/(a+b)(a — d?)(b— d?)
... 1p

Arataca BH-CH -BC+CH-AH -CA+AH -BH -AB=BC-CA-AB =
Vb+c)(c+a)(a+b) ... 2p

Folosind punctul a) obtine pentru ecuatie solutia x =

abe
be+ca+ab ]'p





