Universitatea de Vest din Timisoara Timisoara, 26-28 Martie 2010
Inspectoratul Scolar Judetean Timis

Concursul Interjudetean de Matematica
Memorialul ”Traian Lalescu”, Editia a XXIV-a

I. Fie A o multime nevida de numere naturale si f : A — A o functie diferita
de functia identica pe A avand proprietatea ca

f(m) — f(n) =m —n, pentru orice m,n € A.
e a) Aritati cd A este infinita.

e b) Rémane adevarat rezultatul de la a) in cazul functiei identice? Justificati
raspunsul.

I1. Sa se rezolve In multimea numerelor reale, ecuatia:

2z _ 2z
2—x |x2—zxz+1]|"

ITI. Fie ABC un triunghi si M € (AB),N € (BC), P € (AC) astfel incat

MA NB PC
MB NC PA
e a) Demonstrati ca triunghiurile ABC gi MNP au acelasi centru de greu-
tate.

e b) Demonstrati cad pentru orice punct S din plan, avem:

SM? + SN? + SP? < SA%? + SB? + SC?.

IV. Despre un numar natural nenul vom zice ca este liber de patrate daca el
nu se divide cu patratul nici unui numaér prim. Fie n un astfel de numar (adica
liber de patrate) si A,, multimea tuturor numerelor z := a + by/n, unde a si b
sunt numere rationale si a? — nb? = 1. Arstati ci:

e a) Numadrul 2010 este liber de patrate.
e b) Pentru n # 2010, multimea A, N Asp1o este finita.

e ¢) Multimea Agg1o este infinita.
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1. Sa se determine functiile surjective f : N — N pentru care f(m) + f(n) =
f(f(m 4+ n)), oricare ar fi m,n € N.

2. Fie numerele z1,22,...,2, > 0 (n > 2) cu >, a;x; = 1. Aratati ca
1<i<j<n
putem inldtura un numar astfel incat suma numerelor ramase si fie mai micé

decat /2.

3. Fie a,b € (1,00). Se considera ecuatia

8z2 48y 8y24+8x _ 2
a +b = Jlog, apios, b’ z,y € R.

a) Sa se rezolve ecuatia in cazul a = b;
b) Sa se studieze dacé ecuatia are solutii in cazul a # b.

4. Fie patrulaterul ABCD. Fie M € (AD) si N € (BC) astfel incat

AM | BN _
AD = BC
a) Sa se arate ca

MN -BC-AD < BN-AC-AD+ AM - BD - BC.

b) Sa se arate ca mijloacele segmentelor [AC], [BD] gi [M N| sunt coliniare.

Nota. Timp de lucru - 3 ore.
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1. Se considera girul de numere reale definit prin
1 >0, Ty =x,+\/Tn, VnéeN",

Sa se calculeze:

T
lim z,; lim Vz,; lim —.
nooo n—o00 ™ n—oo N2
2. Se considera sirul (z,),>; cu z; = 2010 i
n
Tptl1 = 3 Vn € N*.

T+ 2o+ ...+ Ty

Aratati ca sirul (z,,) este convergent si calculati lim z,.

n—oo
3. Fie A, B € M,,(R) matrici inversabile astfel incat A~' + B~! = [,,. Si se arate
ca:
(i) I, = (]n - A)(In - B);
(ii) det[l, — A®> — B3+ (AB)?*] > 0.

4. Se considera matricea:
1 lg2 lg3 lgb
lg2 1 lgd5 lg3

lg3d lgb 1 lg 2
lgb5 g3 lg2 1

A:

unde lg x noteza logaritmul in baza 10 al lui z. Sa se arate ca det A < 1.

Timp de lucru: 3 ore
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1. Fie f:]0,Z2) = R, f(z) = [In(1 + tgatgt)dt. S& se calculeze:
0

2. Se considera functia f : (0,00) — R ,f(z) = x + Inz. S& se arate
ca pentru orice x € R, ecuatia f(t) = z are o solutie unica t = ¢(x).
Sa se arate apoi ca ¢ : R — (0,00), z — ¢(x) este derivabila gi sa se

calculeze
1+e
I = / _ 4z
1+ ¢(x)
1

3. Fie (A,+,:) un inel i f : A — R o functie cu proprietatea ca
flx+y)+ fx —y) =2(f(z) + f(y)), pentru orice z,y € A.

(i) Sa se demonstreze ca f(0) =0 si f(z) = f(—x), Vo € A.

(ii) Sa se demonstreze ca pentru orice n € N* gi x1, z9,..., 2, € A
exista ai, as, ...,a, € {—1,1} astfel incat

flarwy + agwy + -+ - + apwn) < fw1) + f(22) + - + f(20).



4. (i) Fie G un grup finit i A o submultime a lui G astfel incat
card(A) > Lcard(G). Demonstrati cd pentru orice g € G existd ay, as €
A astfel incat g = aqas.

(ii) Fie K un corp finit. Demonstrati ca pentru orice x € K, exista
u,v € K astfel incat x = u? + v2.
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Problema 1.
Start ...
a)

fm)—m=f(n) —n==k,deci f(n)=n+k, keN ...
f# 14, deci k#0...

Presupunem ca A este finita si noteaza

a =min(A) si b = max(A) ...

Calculeaza f(a) =a+k ¢ A cand k < 0 si ajunge la contradictie si
calculeaza f(b) = b+ k ¢ A cand k > 0 gi ajunge la contradictie ...
b) Pe orice multime finita se poate defini functia identica,
la:A— A 14(n) =n, Yn e N...

Problema 2.
Start ...

3 2
Determina Imf = —572}; unde f(z) = 2 _ z +1

Rezolva ecuatiile =k, ke{-2,-1,0,1,2}

Face verificarile necesare si afla solutiile ...

Problema 3.

Start ...

— —

MA = kBM unde k € (0,1) este raportul comun ...
— 1 — k —

Obtine sau stie SM = ——SA+ ——SB ...

1+k 1+k

Timigoara, 26-28 martie 2010



Se stie ca G este centrul de greutate daca si numai
L= — — .

daca GA+ GB + GC =0si
L = = =

verifica relatia GM + GN + GP =0 ...

— 1 — —
|SM| < 1—1——k’|SA| + HLk|SB| (deoarece k > 0) ...

(R -y (IR T B -y { W
T (1+k)? (1+k)? (1+ k)2

Z |L§\—>4|2 <S8 ! + 2K + i = Sy unde

N R T (TR (R

Sy = |SAP...

Problema 4.

Start ...

a) 2010 =2-3-5-67, (liber de patrate) ...

b) —1,1€ A,

Daca a + by/n = ¢+ dv/2010 atunci

(a — ¢)* = 2010d? + nb* — 2bd\/2010n ...

vV 2010n e R \ Q, decib=d=0 §1 An N A2010 = {—1, 1}
c) Arata ca exista zp € (—1,1) N Agpyg ..

Prin inductie arata ca zJ" € Asig, VM € N,

deci Aggio este finita ...
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Barem

1. Start ... 1p

Se ia n = 0 si cu notatia f(0) =t obtine f(m)+t = f(f(m)), VmeN ... 1p
Din surjectivitatea lui f deduce ca pentru orice numar natural p exista un numér
natural k, astfel incat f(k,) =p ... 1p

Considerand m = k, in relatia de mai sus obtine ca p+t¢ = f(p) pentru orice p
numar natural ... 2p

Dacé t # 0 ajunge la o contradictie cu surjectivitatea lui f ... 1p

Obtine functia identica drept unicé solutie a problemei ... 1p

2. Start ... 1p
Considera =1 cel mai mare dintre numerele 1, o, ..., Ty ... 2P
Obtine (zg + ... +x,)%= > 22+ Y 2w, ... 1p
2<i<n 2<i<j<n
Scrie a:f < 2z12; ... 0.5p
Obtine ca (x2 + ... + z,)2 < > 2mxi+ Y. 2mx; =2 Y, wm;=2
2<i<n 2<i<j<n 1<i<j<n
... 2p
Obtine concluzia ... 0.5p

3. Start ... 1p

a) 8% +8y + o8y’ +8z > 2q4e° +y | qav° iz _ 9,(22+1)%+(2y+1)7 -2 > 2472 obtine
solutia unica x =y = —% .. 2p

b) a8w2+8y + b8y2+8x _ 6(8I2+8y) Ina 4 e(8y2+81) Inb > 1p

> 26(4m2+4y) Ina+(4y*+4z)Inb _

A, In 2 A7, In 2 (np)?2 (na)?
26(2I In at vllnba) +(2y In b+ «1/1:1,) - : lncz - : 1nb>
_ (nb)2  (lna)? 2
> 2e TTa Inb 1p

- alogb abloga b

Egalitatea are loc daci (822 + 8y)Ina = (8y? + 8x) Inb si 2zvIna + \}% =
2yvInb + % =0..1p




Se obtine a = b in mod necesar (concluzia) ... 1p

4. Start ... 1p
Noteaza ’2‘]\[/)[ = «, % = 1— « g obtine zpy = (1 — a)za + azp, 2y =

azg+ (1 —a)zg ... 2p
Deduce |zpr — 2n| < (1 — a)|za — zo| + a|zp — zp]| si de aici ca MN <
% -AC + % - BD, care este echivalenta cu inegalitatea din enunt, ... 2p
Scrie egalitatea ZMEEN = (1 — o) 24E2C 4 o ZBE2D j obtine concluzia ... 2p
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Problema 1

12 1p
Prin inductie z,, > 0, pentru orice n € N, deci z,,41 — 2, = /7, > 0, pentru orice n € N, si
astfel (z,,) este §ir strict CresCator. ... ... i 1p
Prin reducere la absurd se arata ca (x,) este nemarginit superior, deci z,, — 00......... 1p
JLI&W:JEEOM_IIZ,}E&(1+%):1 .............................................. 1p
Din Lema Cesaro-Stoltz se obtine ca 7}1_{210 &2 = n11_}1({)10 et = 7}1_{20 %i = n11_}1({)10 w =
:%JE&%:%JE{}Oﬁzi .............................................. 3p
Problema 2

N P2 P 1p
Notam S, = x1 + ...+ x, si prin inductie S,, > n, pentru orice n € N* ............... 1.5p
Atunci 0 < 2,41 = 3 <l pentruoricen € N* ... 1p
Tatt @ = g - g = PRI == e = g (0 - e =

= L T S 0 1.5p
(x,,) este convergent si notam cu £ € (0, 1] lmita sa ..., 1p
nh_{rgo o nll_{rolo S’::j:gn = x;ﬂ =4odeci 0=1............ 1p
Problema 3

2 1p
(i) Se inmulteste relatia A~' + B~! = I,, la stanga respectiv la dreapta cu A si se obtine ca
AB 7 = B A 1.5p
Se inmulteste relatia A=* + B~! = I, la dreapta cu AB si se obtine A+ B=AB ...... 1p
Rezulta ca I, = (I, — A)(Ln — B) oo 0.5p
(it) Inmultind relatiile I,, — A* = (I,, — A)(I,, + A+ A?) si I,, — B* = (I, — B)(I,, + B + B?)
avem ca I, — A* — B3+ (AB? = (I, + A+ A ([, + B+ B?) ..o, 1p
Pentru orice X € M, (R), det (I, + X + X?) =det[(X + 3 [,)*+ (F 1,)?] > 0......... 1p
Rezultd cd det[l, — A% — B3+ (AB)?] >0 ..oiii i 1p.
Problema 4

2 1p
Se calculeaza det A =1g 300 - 1g % - g % g 3 4.5p

25 4
Din inegalitatea mediilor se obtine ca v/det A < lg 300+ g 5 4+ lg irlgs 1o 1.5p
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(ii) Calculeaza f(x) = bf In <§§§;$C;z)t> Al e 1p

(iii) Observa ca f(z) = [Incos(z —t)dt —xIncosz — [Incostdt .... 1p
0 0

(iv) Face schimbarea de variabila z —t = s si deduce f(z) = —zlncosz
...... 2p

(v) Evalueazd f (Z) = ZIn2 oo 1p

(vi) Calculeaza lim % e TR TO TR 1p

x—0

(2.1) Start .ooeeeeeeeiee Ip
(ii) Arata ca f este bijectiva ......oooovieviiiiiiiiiiiee 1p

(iii) Arata ca functia ¢ este derivabila ................... 2p

(iv) Face schimbarea de variabila z = f(y) si calculeaz

=1 i, 3p

¢
~
I
0
B
<
IS
<
Il

d) Start oo Ip

(3
(ii) x = y = 0 conduce la f(0) =0; ..cocveennenne. 1p
y = —x conduce la f(—xz) = f(x) oo Ip



(iii) Din ipoteza deducem ca cel putin unul dintre f(z +y) si f(x —y)

este mai mic cu f(z) + f(y) cooeorerennnn 2p
(iv) Rezultatul se extinde prin inductie ............. 2p
(4.1) Start ..o.ooooveviiiiii Ip

(ii) Fixeaza g € G si considera B = {ga, ' : ay € A}, proband cardA =
cardB .................. 1p

(iii) Folosind ipoteza deduce c& AN B #£ 0 ....... 2p

(iv) Considera C' = {2 : z € K} si demonstreazd ca aceasta contine
cate un obiect din perechile (z, —z), = € K* gi pe 0, de unde deduce
cardC > %cardK ........... 2p

(v) Stabilegte rezultatul final folosind punctele precedente ...... 1p



