Universitatea de Vest Timigsoara Timisoara, 26-28 martie 2010

Inspectoratul Scolar Timis

Concursul Interjudetean de Matematica
Memorialul “Traian Lalescu”, Editia a XXIV-a

Enunturi

Clasa a V-a

1. Trei surori, Alina, Bianca si Cristina au pregatit trei cogulete (A, B si,
respectiv (') pentru iepuras. Iepurasul are 2010 bomboane pe care le pune,
pe rand, in cosulete, astfel: o bomboana in cosuletul A, 2 in B, 31n C, 4 in
B,5in A, 61n B, 71n C, si tot asa mai departe.

(a) In ce cosulet a pus iepuragul ultimele bomboane ?

(b) Cate bomboane a primit fiecare dintre cele trei surori ?

(***)

2. Aratati ca, pentru orice numar natural n, fractia

{nt2. 125" — 1
8n . 125742 — 1

este reductibila.

Mircea Mario Stoica

3. (a) Sa se arate ca, pentru orice numar natural n > 1, are loc identitatea
3" —1=2-(14+3+3*+-.-+3" ).

(b) Fie n un numar natural cu proprietatea ca 3" — 1 este divizibil cu 16.
Sa se arate ca n este multiplu de 4.
(¢) Sa se determine toate perechile (m,n) de numere naturale care verifica
ecuatia:
3" =142".

Dan Popovici

Timp de lucru: 2 ore
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Subiecte propuse pentru

clasa a VI-a

1. a) Numerele naturale a, b, ¢, d, e §i f sunt proportionale cu gase numere naturale consecutive gi au
suma 84. Determinati ultima cifrd a numarului 3¢ + 3% + 3¢ 4 3¢ 4 3¢ + 37.
b) Determinati ultimele doud cifre ale numarului N = 3 + 32 + 33 + ... + 32009 4 32010,

2. Fie n un numar natural care are in scrierea zecimala 27 de cifre. Daca nq este suma cifrelor numarului
3 - n, iar ny este suma cifrelor numarului 3 - ny, determinati suma cifrelor numéarului n,.

3. Fie A ABC un triunghi.
a) Aratati ca bisectoarele interioare ale unghiurilor triunghiului se intersecteaza intr-un punct I.
b) Aratati ca bisectoarea interioara a unghiului A se intersecteaza cu bisectoarele exterioare ale unghiurilor
B si C intr-un punct I,.

c¢) Daca I este punctul de intersectie al bisectoarei interioare a unghiului B cu bisectoarele exterioare ale
unghiurilor A si C iar I. este punctul de intersectie al bisectoarei interioare a unghiului C cu bisectoarele

exterioare ale unghiurilor A si B atunci 11, 1L Ipl., I, L I, 1. 1I1. L I,1.

4. a) Aratati ca patratul unui produs de trei numere prime distincte are exact 27 de divizori naturali.
b) Aratati cd un numéar natural care are un numar impar de divizori naturali este un patrat perfect.

¢) Determinati toate numerele naturale mai mici decat 2010 care au exact 27 de divizori naturali.

(Se presupune cunoscut faptul cd numarul 7(n) al divizorilor naturali ai numarului natural n, avand
descompunerea in factori primi n = p{* - p3? - ... pp¥, este 7(n) = (a1 +1) - (a2 + 1) - ... (ap +1).)

Nota: Timp de lucru - 3 ore
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SUBIECTE

Problema 1. Sa se rezolve in R ecuatia:

\/x—2\/x—1—|—\/x+2 r—1=

1
r—1

Problema 2. Fiez > 0,2 € Q\ N. Demonstrati ca z* ¢ Q.
Problema 3. In triunghiul ABC' se cunoaste: m(<t4) = 90° si
m(<tB) = 30°. Sa se gaseasca raportul dintre lungimilor bisectoarelor in-

terioare ale unghiurilor <A i <B.

Problema 4. Daca lungimile laturilor unui triunghi ABC' satisfac relatia:
BC? = AC? + AC - AB atunci m(<A) = 2m(<(B).

Timp de lucru: 3 ore.
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1. Fie triunghiul AABC' dreptunghic in A si AD inaltimea sa cu D € (BC). Daca
notam cu rp raza cercului inscris n triunghiul AABD sgi cu 79 raza cercului inscris
in triunghiul AAC' D, iar cu a notam lungimea laturii BC', sa se arate ca

r1+r2<1_i

a V2

2. Sa se determine cel mai mare numar natural m € N pentru care are loc
inegalitatea:
(22 +y*)? >m (2* + )2, Va,y €R.

3. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile z,y, z si diagonala d = 26. Daca

6z + 8y + 242 = 676

S = $2010 + y2010 + 22010

sa se stabileasca valoarea de adevar a propozitiei: ,, S este divizibil cu 2010

4. Pentru fiecare numar rational a € Q* \{3} considerdm multimea

LEQ

A, = cER: ——— =
{z x4+ a2 41

a}.

S4a se arate ca:

(i) Ei(z) = #44“ € Q, pentru orice x € Ag;

(ii) existd o infinitate de numere a € Q*\ {5} cu proprietatea cd Es(z) = €

) xO+z3+1
Q*, pentru orice x € A,.

Timp de lucru: 3 ore
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Problema 1.

(1 pt) Observa ca in coguletul A sunt agezate, pe rand, numere (de bom-
boane) de forma 4k+1 (k € N), in B de forma 2k (k € N), iar in C' de forma
4k — 1 (k € N*).

(1 pt) Determina cel mai mare numar natural n pentru care 1+24---4n <
2010 (n = 62).

(1 pt) Concluzioneaza ca penultimul cosulet; in care se pun bomboane este B
(62 bomboane), iar ultimul este C' cu 2010 — (14+2+- - -4+62) = 57 bomboane.
(1 pt) Calculeaza suma 1 +5+94---+61 (496 bomboane a primit Alina).
(1 pt) Calculeaza suma 2+4+6+---+62 (992 bomboane a primit Bianca).
(1 pt) Calculeaza suma (3474 11+ ---+59) 457 (522 bomboane a primit
Cristina).

(1 pt) Din oficiu.

Problema 2.
(2 pt) Aratd ca 872 . 125" — 1 =639...9.
——

de 3n ori

(0,5 pt) Observa cd 8" - 125" — 1 este divizibil cu 9.
(2 pt) Aratd ca 8" - 125772 — 1 = 156249...9.
N

de 3n ori
(0,5 pt) Observa ca 8" - 125" — 1 este divizibil cu 9.
(1 pt) Concluzioneaza ca fractia este reductibila.
(1 pt) Din oficiu.

Problema 3.

(a)
(0,5 pt) Scrie membrul drept al identitatii sub forma 35 — 2S5, unde S =
L+3+3 4431



(0,5 pt) Efectueaza calculele si deduce identitatea ceruta.

(b)

(0,5 pt) Observa ca suma S este divizibila cu 8.

(0,5 pt) Deduce ca n este un numar par.

(0,5 pt) Observd c& S =4-(1+3*+3%+... +3"72).

(0,5 pt) Deduce ca termenul din paranteza trebuie sa fie un numar par.
(0,5 pt) Concluzioneaza ca n este un multiplu de 4.

(c)

(1 pt) Observa ca, daca n este multiplu de 4, atunci 3" — 1 este divizibil cu
D.

(0,5 pt) Deduce (folosind (b)) ca ecuatia nu poate avea solutii daca m > 4.
(0,5 pt) Studiaza cazurile m € {0,1,2,3}.

(0,5 pt) Obtine solutia {(1,1),(3,2)}.

(1 pt) Din oficiu.



Barem de corectare la clasa a VI-a

start 1p
a) scrie & = n%_l == nL-HS =35 = ni_% = k si obtine k(6n 4 15) = 84 1p
aratd ca k=b—aeN 1p
deduce din k(2n + 5) = 28 ca 2n + 5[28 1p
cum 2n + 5 este impar si 2n + 5 > 5, deduce 2n+5 =17, 1p
deunde aflacak=4,n=1,a=4,b=8,c=12,d=16,e =20, f =24 1p
aratia cA UC(3Y) =UC(3%) = ... =UC(3*) =1 1p
si deduce ca UC(3° 43" +3°+31+3°+37) =6 0,5p
b) grupeazd N = 3+ 3% + (3% 4 3 + 35 + 30) + ... + (32007 4 32008 4 32009 4 32010) 1p
obtine ca N =12+3%- (1 +3+ 3% +3%)(1+ 34+ 3% ... 4 3200%) =

=12+ 27-40 - (M10 + 2) = M10800 + 2172 1p
deduce ca ultimele doua cifre ale lui N sunt 72 0,5p
Total 10p
start 1p
aratd ca n < 1027, deci 3n < 3 - 10%7 2p
arata ca 3lny sing <24 27-9 =245 2p
aratd ca 9ng sing < 74+2-9=25 2p
arata ca 1 < s(ng) < 10 si 9|s(n2) 2p
deduce ca s(ng) =9 1p
Total 10p
start 1p
a) considerd I la intersectia bisectoarelor unghiurilor A si B 1p
foloseste proprietatea bisectoarei gi scrie d(I, AC) = d(I, AB) = d(I, BC) 1p
deduce ca I aprtine si bisectoarei unghiului C 1p
trage concluzia 1p
b) considera I, la intersectia bisectoarei interioare a unghiului A

cu bisectoarea exterioard a unghiului B 0,5p
scrie d(I,, AC) = d(1,,AB) = d(I,, BC) 1p
finalizeaza 0,5p
c) aratd ca I, este dreapta suport a bisectoarei interioare a unghiului 121\, 1p
iar II. este dreapta suport a bisectoarei exterioare a unghiului A 1p
deduce ca I1, | I, si analoagele II, 1 I 1., II. | 1,1} 1p
Total 10p
start 1p
a) scrie n = (pqr)? = p?q¢®r? 0,5p
gi obtine 7(n) = (24+1)-(24+1)-(24+1) =27 0,5p
b) scrie n = pi'ps? ... ppF 0,5p
din 2 J7(n) = (a1 + 1)(az + 1) ... (ap + 1) deduce 2 f(a; + 1), (V)i = 1, k, 1p
deci 2|a;, (V)i=1,k 0,5p
scrie a; = 2b;, i = 1,k si obtine n = (pljlpgz .. .pzk) 1p
c) scrie n = pi'ps? ... ppF 5127 =71(n) = (a1 +1)(az +1)... (ax + 1) 0,5p
deduce ca k =3,a1 =ay =azsau k=2,a1 =8,as =2sau k =1,a; = 26 1p
arata ca pentru k =2, n = pgfp% > 2832 > 2010 0,5p
pentru k = 1, n = p?6 > 226 > 2010 0,5p
pentru k = 3, dacd 2 fn, atunci n = p>¢*>r? > 325272 /2010 0,5p
- dacd 3 fn, atunci n = 22p%¢? > 225272 > 2010 0,5p
- daci (n,5-7) = 1, atunci n = 2232p? > 2232121 0,5p
deduce ci ny = 223252 = 900 si ny = 223272 = 1764 sunt singurele solutii 1p

Total

10p
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BAREM

Problema 1. Sa se rezolve in R ecuatia:

1
\/x—2\/x—1—|—\/x+2 r—1= 1
l’ —
Solutie
Start ... 1p
Conditii de existenta a radicalilor i a membrului drept: x > 1 ... 1p

r—2Vr—1=Kr—-1-1)>siz+2Ve—1=(Hz—-1+1)*... 1p

Ecuatia devine :

1

1
Vr—1-1l+vVr—-1+1=——.. 1p

r—1
Avem 2 cazuri:
Ll<z<?2

€(1,2) ... 1p

DN Lo

1
Obtinem: —— =2 =1 =
z—1
1 2<gx

1 1
Obtinem: 2v/x — 1 = — s Wz —1)7° = 3
:L‘ J—
care nu poate avea solutie in intervalul [2, 00). ... 1p

Singura solutie a ecuatiei este x = 3 1p



Problema 2. Fie 2 > 0,2 € Q\ N. Demonstrati ca z* ¢ Q.
Solutie
Start ... 1p

a

Fie x = Z;a,b e N* (a,b) =1

Presupunem, prin reducere la absurd, ca: x* € Q. Mai precis,
a

N - €

presupunem ca exista ¢, d € N*, (¢,d) = 1 astfel incat (b) g 1p
a b

Deducem: (%) = (c%) Sat - db = b (x)... Ip

Fie p > 2 un numar prim care apare in descompunerea

in factori primi a luib, b=p"-u, r > 1,r € N, u € N* ... 1p

Atunci b* = p"* - u®

Din (x) deducem ca p apare i in membrul stang

(ca factor al luid) d = p*-v = d® = p®-0b ... 1p
Exponentii la care apare p in cei doi membrii ai egalitatii (x)

trebuie sa fie egali, prin urmare: r - a = s - b, b nu poate fi divizor a lui a,

deci r:b = r > b > p" ceea ce este absurd... 1p
Deoarece pentru p > 1 are loc egalitatea: p” > r.
Presupunerea facuta este falsa deci 2% ¢ Q ... 1p

Problema 3. In triunghiul ABC se cunoaste: m(<A) = 90° si
m(<B) = 30°. Sa se gaseasca raportul dintre lungimilor bisectoarelor in-
terioare ale unghiurilor <A ¢i <B.

Solutie
Start ...
Figura ...
Fie AD 1 BC. Proiectia lui A pe BC o notam cu D. Avem: m(<BAA") = 45°
si m(<CAD") = 30°...
Rezultsa m(<DAA") = 15° si cum m(<ABB') = 15° = AABB' « AADA' ...

I

BB AB
Avem Hé; E Dar AB = 2AD
Rezulta: — =2 ...

AA



Problema 4. Daca lungimile laturilor unui triunghi ABC' satisfac
relatia:
BC? = AC? + AC - AB atunci m(<A) = 2m(<B).
Solutie

Start ...

Figura ...

Pe semidreapta (C'A consideram punctul D, A € (DC) cu proprietatea:
AB = AD. Din egalitatea din enunt, deducem:

ig = AC+ AB care arata ca AABC ~ ABDC...
Prin urmare: m(<t4) = m(<CBD)...
m(<B) = m(<BDA) = m(<DBA)...

m(<A) = m(<B) + m(<DBA) = 2m(<B)...

Ip
Ip
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Problema 1

1 PP 1p
Notam cu ¢ lungimea laturu AB si cu b lungimea laturii AC si avem ci r; = 42 +B2D AB
ry = ARECDAC AD = 2 Rezultd cd rq + 1y = 2+ 220 = (b+c)(2bjc D 4p
(b+c)? <2+ =2a>=>b+c<aV2=r 41 < —“ﬁ(‘;f_a) =a(l— \%) ....... 2p
Problema 2

P2 1p
Pentru m = 0 inegalitatea este evidenta .......... ... ... .. . . 1p
Pentru z =1 si y = 0 (de exemplu) se observa cam < 1............cccoiiiiiiiii... 2p
Pentru m =1 relatia are loc pentru orice x,y € R.......... ... .. .. .. L. 3p
Problema 3

2 1p
62 + 8y + 242 = 676 = 262 = d2 ... ... 1p
6 + 8y + 242 = 22 4 42+ 2% 1p
P2 22 =62 — 8y — 242 =0 |- 2 .. 0.5p
B2 y? 422 =120 — 16y — 482+ 676 =0 ..o 1p
(2 —6)24 (Y = 8)2 4 (2= 24)2 = 0 . oett et 1p
=06,y =28,z=24,8 = 62010 1 2010 L 942010 . 0.5p
10 /S, deci 2010 f S si astfel propozitia este falsa. ............ ... 1p
Problema 4

1 o PP 1p
Daci z € A, atunci 2 =% +1+ &, decia? + 5 =1 —1 ... 1p
(7) Ell(x) = (2?4 5)? — 1 =132, deci Ey(z) = 1“22(1 EQF 1p
(ii)%:(x+§)3—3(x+§)+1 ................................................. 1p
(m+§)2:x2+$%+2:l+1 ...................................................... 1p
E suficient sa alegem a = ;- l,k > 2,k € Ngi atunci « —|— EQ. e 1p

Atunci s € Q, deci Ex(x) € Q7o Ip



