Concursul interjudetean de matematica Traian
Lalescu

Editia a 23-a, Arad, 27-29.111.2009

clasa a IX-a

1. a) Aratati ca pentru orice numere naturale nenule a, b, n,
(a+b)"=Ma>+n-a-0""1 +b".

(prin Ma? intelegem un multiplu al numérului a?.)
b) Determinati ultimele patru cifre ale numarului 28032009,

2. Fie AABC un triunghi oarecare, A € (0,00) \ {1}, D € (BC) si E € BC'\ (BC) doué puncte astfel

Incat
BD BE

CD CE 7
iar M € AB si N € AC punctele in care paralela prin D la AE intersecteaza dreptele AB, respectiv AC.
a) Determinati ¢, u, v, w € R cu proprietatea ca

AD = tAB + vAC si AE = vAB + wAC. .

b) Determinati 3,y € R astfel incat AN = BAB si AN = ~AC.
¢) Aratati ca D este mijlocul segmentului (M N).

3. Fie a,b,c > 0 trei numere pozitive oarecare. Aratati ca
a)
a2+ >abVv3, a?+c>acv3, b+ >be.

b)

\/aQ—ab\/§+b2+ a2 —acV3+c2 > b2 —be+c2.

c) In inegalitatea de la b) are loc egalitatea daca i numai daca

v3i o1 1

a b ¢

4. Fie A ABC un triunghi oarecare de laturi a = BC, b= CA gi ¢ = AB, cu cercul circumscris C(O, R),
cercul inscris C(I,r) si cercul exinscris C(I,,r,) tangent interior unghiului BAC si laturii (BC), aflat in
exteriorul triunghiului A ABC.

a) Aratati ca
(a+b+c¢)PI = aPA +bPB + cPC,
(—a+b+¢)PI, = —aPA + bPB + cPC,
pentru orice punct P din planul triunghiului A ABC.
b) Au loc egalitatile
OI?=R?> -2Rr si OI>=R*+2Rr,.

Nota: Timp de lucru - 3 ore
Subiect propus de lect.dr. Mihai Chig



Concursul Interjudetean de Matematica Traian Lalescu
Editia a XXIII-a, Arad, 27-29 Martie 2009
Clasa a X-a

1. Rezolvati In multimea numerelor reale strict pozitive ecuatia:

2009

x* =2009.

2. Fie ABCD un paralelogram si M un punct variabil in planul paralelogramului.
a) Sa se determine valoarea minima a expresiei MA-MC+MB-MD.
b) Sa se arate cad dacd M nu este unul dintre varfurile paralelogramului
ABCD, atunci se poate construi un patrulater convex cu segmentele (MA),
(MB), (MC) si (MD,).

3. Numerele complexe a,a,,a,,a,,a, au acelasi modul si verifica egalitatile:
a’*=(a,+a,+a,+a,)’ =al +a; +a; +a,.
Sa se arate ca a este egal cu unul dintre numerele a,,a,,a;,a,sau cu unul dintre
opusele acestora.

4. a) Sa se arate cd dacd g- X—Y este o functie injectivda, atunci pentru orice
submultimi X;, X; ale lui X are loc egalitatea

g(X,\X,)=g(X)\g(X,).
(Prin definitie, g(Z) ={g(z) |z € Z}, pentru orice submultime Z a lui X.)
b) Sa se arate cd nu exista functii f: N—N care au proprietatea ca

F(f(n)) =n+2009

pentru orice numar natural 7.

Subiect propus de loan Casu

NOTA. Timp de lucru - trei ore.



Concursul Interjudetean de Matematica Traian Lalescu
Editia a XXII-a, Arad, 27-29 Martie 2009
Clasa a XI-a

1, n este patrat perfect,
0, 1in rest

1. Fiexn:{ Sis, =x1+x2+ ... +Tp.

o o Sn .o . . . Sn
Sa se arate ca — — 0 gi sa se studieze convergenta girului —.
n \/ﬁ
(% * %)

2. Fie A € M,,({0,1}) o matrice cu proprietatea ci existd k € N* astfel

1 1 1

1 1 1
incat A- AT =k -I,+ J, unde J = _

11 1

a) Aratati ca A este inversabila.
b) Pentru n = 7 aratati ca AJ — JA = Or.
E. Cismas

3. Fie Ai = {A—pE +uly | E € M3(C), \,u € C, E? = E} i
Ay ={v(F+ L) |veC, FeMsy(C), F? = Oy}. Aritati ca:
1) AinAy = {pl> | p € C}.
2) Calculati A™ pentru A € A3 U Ag gsin € N.

C. Buse, V. Radu
4. Fie f :]0,00) — [0,00), cu proprietatea:

l1+z+y

ot )= ) < (FTEF

> , Vz,y € [0, 00).

a) Determinati m € N* astfel incat multimea valorilor lui f sa aiba
exact m elemente.
b) Sa se arate ca urmatorul sir recurent:

_ Tn +f(xn)

>0
2 7n_

xn—i—l )

are limita pentru orice xg > 0.
V. Radu

Nota: Timp de lucru 3 ore.



Concursul Interjudetean de Matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXIII-a, Arad, 27-29 Martie 2009
Clasa a XII-a

I. Fie M ={f :[0,1] = C: f(t) = u(t) +iv(t),t € [0,1],u si v fiind
functii reale, derivabile pe [0,1]}. Pentru f € M, definim:

(Af)(t) =/ (t) +id'(t), te]o,1].

Aratati ca:
1. A(fg) = fAg+gAf, f,geM.
2. sz(%) =-Af, feM,f#0.
3. Pentru f(t) = %,t €[0,1] avem f e M si Af € M.
4. Calculati derivata de ordinul n > 1 a functiei

u: (0,1] — R,u(z) = arctgx.

5. Fie p:[0,1] — [0,1] sir:[0,1] — R doud functii continue. Aratati

ca

2 1 2 1

1
/ o) cos(r())dt | + / () sin(r(D)dt | < / p(t)dt.
0 0 0
II. Fiea,beR,a<b gi f,g:[a,b] — R functii continue. Aratati ca:

2 2
( /b f(w)dm) + ( /b g(w)dm) < ( /b dem)

2

a

III. Fie A un inel si x,y € A cu zy +yxr+1=0. Ardtati ca dacd x —y

nu este inversabil atunci x® + y3 +y nu este inversabil.
Prof. Nedeianu Dan

IV. FieS={x:N—>R = (z,)} Aratali ca:

1. (S,+,) (adunarea gi inmultirea uzualda a girurilor) este un inel in
care multimea divizorilor lui zero este infinitd.

2. Functia A : § — S data de (Azx)(n) = xz(n + 1) — xz(n) este un
morfism surjectiv al lui (S,+).

3. Calculati K1 ={x €S: Ar=0}siKo={reS: A%zx=0}.

4. Calculati A¥z, unde z = ((—1)").

Nota: Timp de lucru 3 ore.
Probleme selectate de Constantin Buse



Barem de corectare la clasa a IX-a

start 1p
a) verifica pentru n = 1 1p
efectueaza pasul de inductie 1p
finalizeaza corect demonstratia prin inductie 1p
b) foloseste a) si arata ca 28032999 = 2009 - 2800 - 32098 4 32009104 10) 1p
observa ca 3% = 1(mod 2%) si deduce ca 3°%° = 1(mod 2%) 1p
cu teorema lui Wilson arata ca 3°°° = 1(mod 5*) 1p
deduce ci 3590 = 1(mod 10%) si 3209 = 1(mod 10*) 1p
deduce ca 28032009 = 2800 - 319 + 3% = 2800 - 59049 + 19683 (mod 10*) 1p
obtine ca 28032°%% = 2800 - 49 + 9683 = 2800 - (50 — 1) + 9683 = 9683 — 2800 = 6883(mod 10%) 1p
Total 10p
start 1p
a) din D € (BC) si BD = ACD deduce BD = ADC 1p
si ob‘gineA—D) 1i)\A—B)—|—1iAE de(nt—msiu:ﬁ 1p
din E € BC'\ (BC) si BE = A\CE deduce B_E) ACE
§10b‘§1neﬁ A—B)—l—1 )\m deci v = 7}\ §1w:% 1p
b) Din DM || AE deduce ca B =2r=_1L 1p
sif=2t= m 1p
Din DN || AE deduce ca 7+ =% = —% 1p
siy=2u= % 1p
¢) Observa ca AD = tAB + uAC = W+M) 1p
si deduce ca D este mijlocul Segmentulm (MN) 1p
Total 10p
start 1p
a) aplicd inegalitatea mediilor si obtine inegalitatile 1p
(solutie algebrica)
b) scrie inegalitatea de demonstrat sub forma
VO — a2+ (302 + /(0= o2+ (32 2 /(L0 - )2 + (h(b+ )2 3
si folosegte megahtatea lui Mmkowskl pentru a obtine rezultatul 1p
¢) pune conditia de egalitate in inegalitatea lui Minkowski flbb 2= al?c 2p
si obtine rezultatul ’ ’ 2p
(solutie geometricd)
b) considera puncte O, A, B,C 1n plan cu OA =a, OB =b, OC = ¢,
m(BOC) = 60°, m(AOB) = m(AOC) = 30° 2p
aratd cd AB = Va2 — abv3 + b2, AC = Va2 — acV/3 + 2, BC = Vb2 — be + 2 1p
aplicd inegalitatea triunghiului AB + AC' > BC si obtine rezultatul 1p
¢) cazul de egalitate are loc exact cind A € (BC), adicd OA este bisectoarea interioara in A OBC 1p
aplica teorema bisectoarei S—g = % 1p
§iob‘gineca(%—%)-(%+%—\/§):0 1p
deduce ca ¢ + % = V3, saub=csia= @b si obtine concluzia 1p
Total 10p
start 1p
a) Cu D € AI N BC, aplica teorema bisectoarei in triunghiul A ABC
si obtine AD = ﬁz@ + 55e 2p
aplica teorema bisectoarei(interioare si exterloare) in ABAD
si ob‘gineﬂ o b+CA_B)+ a+b+cm si AT, = a+b+cm+ a+b+c@ 2p
de unde deduce egalitatile din enunt 1p
b) Pentru P = O, ridica egalitatile de la a) la patrat 1p
foloseste cé 20A - OB = 2R? — AB? 1p
deduce ca OI? = R? — afgic §i OI2 = R% + _a‘ﬁ’gﬂ 1p
foloseste abc = 4RS = 4Rrp = 4Rr,(p — a) si obtine egalitatile cerute 1p

Total

10p



Concursul Interjudetean de Matematica Traian Lalescu
Editia a XXIII-a, Arad, 27-29 Martie 2009

Barem — Clasa a X-a

Problema 1
Start ... 1p

Arati cinu avem solutiicu 0 < X<1 .. 1p
Cu substitutia X**” = Y reduce ecuatia la Y’ =2009°"” ... 2p

Demonstreaza ca functia t > t' este strict crescitoare pentru t >1... 4p
1

Finalizeazi si obtine solutia unica a ecuatiei X = 20092°” __ 2p

Problema 2

Start ... 1p

Alege un sistem de axe cu originea in punctul de intersectie al diagonalelor lui ABCD ... 1p
Din A(a) si B(b) deduce C(-a) si D(-b) ... 1p

Scrie | z—a|-|z+a|+|z-b|-|z+b|Hz°-a’|+|z° -b*|>]a’ -b’ |5 a-b|-|a+b]|..2p
Deduce ca MA-MC + MB - MD > AB - BCsi observi ci egalitatea se atinge pentru (de exemplu)
M = B, iar valoarea minimi ceruti este deci AB-BC ... 1p

Scrie MA+MB+MC =|z—a|+|b-z|+|z+a]x](z-a)+(b-2)+(z+a)|H z+b|=MD
*) .. 1p

Scrie explicit cand se realizeaza egalitatea in | Z; | +| Z, [2| Z, + Z, |si aratd cd nu poate avea loc egalitate
in(*)..2p

Deduce MA+ MB + MC > MD si analoagele, apoi afirmi ca de aici rezulti concluzia ... Ip

Problema 3
Start ... Ip

Pentru cazul @ = @, + @, + a, + @, calculeaza produsul
(a-a)a-a)a-a)(@a-a,)=a'-sa’+s,a’ —sa+s,,unde s, =) a,
S, =88, S;=).83;3, S, =8,3,8:3, ... 2p
Observi ci din ipoteza (@, +@, +a,+a,)’ =a, +a; +a; +a; realta S, =0 ... Ip
Observica @' —sa’ =0 ... 1p

1
Trecéand la conjugate in & = @, + &, + @, + 4, si tindnd cont de egalitatea modulelor obtine — = —,
adicd —S;a+S, = 0..3p
Deduce din cele de mai sus (& —a,)(a—a,)(@—a,)(a—a,) = Osi finalizeazd acest caz ... Ip

Pentru cazul & = —(@, +a, + @, + a,) afirmd ca se procedeaza similar, calculand

(a+a)(a+a,)(a+a)(a+a,) .. 1p



Problema 4

Start ... 1p

Demonstreaza afirmatia de la a) prin dubla incluziune ... 2p
Deduce ca f este functie injectiva ... 1p

Considera incluziunile f @ (N)< f(N)c N,unde @ =fof . 1p

Considera multimile A= N\ f(N); B = f(N)\ f ®(N); din injectivitatea functiei f si punctul a)
deduce ci f(A)=B..2p

Observa ca A, B sunt disjuncte ... 1p

Observica AUB =N\ f®(N)={0,1,...,2008} .. 1p

Deoarece A, B au acelasi numar de elemente (intre A si B existand o bijectie) ajunge la contradictia ca 2009
este par ... 1p



Barem de corectare, clasa a XI-a, Problema 1

Se observi ci s, = k, Vn € {k*, k> +1,...,(k + 1) — 1}. Prin urmare
sn = [v/n], ¥n € N*.
vn] _ 1

Avem relatiile 0 < Sn _ WM si lim

P
Vi

= 0. Din criteriul clesgtelui

sl-

S—n—>0.
n
n—1

Deasemenea avem inegalitatile < < . Deoarece

%
e
5%

-1
o VP o VR
n— 00 \/ﬁ n—oo /N

877. . . .
—— este convergent si are limita 1.

NG

din criteriul clestelui rezulta ca sirul



Barem de corectare, clasa a XI-a, Problema 2

Start (1p)
a) Calculul pentru det(A- AT) = (n+k)k™ ! se face folosind proprietatile
determinantilor. (2p)
(n—k)k"! = det(A-AT) = det(A) det(AT) = det(A)? # 0, deci matricea
A este inversabila. (2p)

b) Din relatia din enunt rezulta ca suma patratelor elementelor de pe
linii este egala cu k + 1. Deoarece elementele sunt 0 si 1, suma patratelor
elementelor de pe o linie este egaa cu suma elementelor de pe linia respectiva.
Atunci si suma elementelor de pe fiecare linie este k + 1. Se obtine astfel
relatia AJ = (k+1)J. (2p)

A este inversabila, si Inmultim relatia precedentd cu A~! la stanga si

ob‘ginem A_IJ = k‘——f—]_J

Folosim relatia din enunt inmultind-o cu A~! la stanga obtinem A”7 =

EA™Y + A7V = kAT + kil J. Inmultim aceastd relatie cu J la dreapta si

folosim faptul c& J? = 7.J si obtinem

7 k 7 k+7
ATJ =kATNT J = J J=—1
v T T TR
k+7
Transpunem si obtinem JA = k—ilJ . (2p)
k

Folosim faptul ca Tr(AJ) = Tr(JA) si obtinem ca k + 1 = k;—::——z
Folosind relatiile de mai sus AJ = JA. (1p)



Barem de corectare, clasa a XI-a, Problema 3

Start (1p)
a) Fie A € A;NAy. Atundi exista A, u, v € C astfel incat A = (A —p)E+
puly = v(F + 1), unde E, F € My(C), E* = E, F? = O,. (1p)

Aceasta relatie se scrie echivalent (A — p)E — vF = (u — v)I (x). Din
aceasta relatie se obtine usor ca FF' = F'E inmultind la dreapta, respectiv
la stanga cu E. (2p)

Ridicand la patrat relatia obtinem

(A= pu)’E? +°F? = 2u(A — p)EF = (u — )1,

= A—p)’E —2v(\ — wEF = (un—v)*L,
= A= pWE(\ =l —2vF) = (u —v)*L.

(2p)
Cazul I. ;1 # v. Atunci matricea E este inversabila si din E? = F rezultd
ca £ =1,. Deci A= \,. (1p)

Cazul II. y = v. Din (x) = (A — p)E = vF. Ridicand la patrat avem
(A — pn)*E = O,.
i) Daca A = p atunci A = pls.
ii) Daca A\ # p atunci E = Oy i A = uls. (1p)
Prin urmare, A poate avea numai forma A = pl,, p € C. Este evident
ca orice astfel de matrice apartine multimii A; N A,.
b) Ac Ay = A" = (A" — u") + pu"Is. (1p)
Aec Ay = A" =v"(nF + Iy). (1p)



Barem de corectare, clasa a XI-a, Problema 4

a) Demonstram cad f este o functie continua. Fie z¢ > 0. Atunci avem
1+x9+ Yy

- <In{———=).

ao-+9) = flao) < n (5

Daca trecem la limitd pentru y — 0 in relatia precedentd obtinem ca f(xo+y) —
f(zo). Prin urmare  lim  f(x) = f(xo).

T—T0,T>To
Pentru g > 051y > 0 cu g —y > 0, folosind relatia din enunt, avem:

1+£L’0

|f(z0) = f(xo —y)| <In <1+x0_y

), zg >0, zg—y > 0.

Trecem la limita pentru y — 0 in relatia precedenta si obtinem ca f(zo — y) —
f(zo). Prin urmare  lim  f(x) = f(xo).

T—T0,<T0

Din cele de mai sus, functia f este continua. Prin urmare f are proprietatea
Darboux si f([0,00), care este chiar imaginea lui f este un interval.

Un interval nu poate avea un numar finit de puncte, decat daca intervalul
este redus la un punct. Deci singura valoare pentru m astfel incat imaginea lui
f sa aiba exact m elemente este m = 1.

l+z+y Y Y

b) |f(z4+y)—f(x)] < Iln (1 —|—ac ) =In (1 +1 —|—x> < T <y, V[0,00) <=

|f(a) — f(b)] < |a — D], Ya,b € [0,00). (aceasta este o altd varantd pentru a

demonstra continuitatea lui f)
Fie z <y € [0,00). Atunci z+f@) y+2f<y) = x;y + f(@;f(y) <
v—y @Sl _z-y ly—2_z-y y-=
< = =0.
2 * 2 -2 * 2 2 * 2

2+ @) _ g+ I)
/ |

Deciz <y= < 5
Prin urmare daca zg < f(xo) se demonstreaza inductiv ca sirul este crescétor,
iar daca xog > f(x0) atunci girul este descrescétor.

Prin urmare girul (z,,) este monoton gi astfel are limita.



Concursul Interjudetean de Matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXIII-a, Arad, 28-30 Martie 2009

Clasa a XII-a
Barem de corectare

1. (1p)
e 2. Aplica formula precedentd pentru g = 712 (1p)

= — L si calculele aferente. (1p)

* 3. Alzg) = ~ e

_ 1 1 1 1

oo () 5 ()

Scrierea sub forma trigonometrica si calculele aferente. (1p)

5. Aplicam inegalitatea lui Cauchy si obtinem:
2 1 2 1

1
/ o(t) cos(r(t)dt | + / o) sin(r(t)dt | < / P20t
0

0 0

(1p).
Tinem cont c& p? < p si obtinem inegalitatea dorita. (1p)

II. - = fff—i—iffg = r(cost + isinf),r > 0,0 € R (1p)

r:\/</abf>2+ (/abg>2: </abf+z'/abg> (cos 0+ isin(0))(2p)

b
—/ (fcosf + gsin®)(1p)

b
< / V 2+ ¢*(2p)

Finalizare (1p).
ITI.

e Demonstreaza relatia:

(z —y)(@* + 2y — y*) = 2° + y* + y.(6p)



x — y neinversabil implica 22 + y3 + y neinversabil. (1p)

IV.

Verifica ca S este inel. (1p)
Exemple de divizori ai lui zero. (1p)
Arata ca este morfism (1p).
Arata ca este surjectiv (1p)

K este multimea sirurilor constante, iar K5 este multimea polinoamelor
de grad cel mult unu. (1p)

Aratd ca AFx = (—1)"TF2%(2p).



	clasa a 10-a.pdf
	Clasa a X-a
	Subiect propus de Ioan Caşu


	barem 11.pdf
	problema1.pdf
	problema2.pdf
	problema3.pdf
	problema4.pdf


