Concursul interjudetean de Matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXIII-a, 27-29 martie 2009
Clasa a V-a

1. Un harciog cara seminte intr-o galerie. La primul drum duce cu el o
samanta, la al doilea duce 3 seminte, la al treilea duce 5 seminte, etc, in final
la al 55-lea drum duce 109 seminte. Intr-o cimari, harciogul poate depozita
cel mult 1000 seminte. El incepe sa puna seminte intr-o camara noua doar
dupa ce a umplut-o complet pe cea precedenta.

a) De cate camari are nevoie harciogul pentru a depozita toate semintele?

b) Dupa al catelea drum a umplut complet a doua camara?

Raluca Muresan, Claudia Zaharia

2. Determinati cifrele a, b, ¢ astfel incat a(a + b)(a + b+ c)c : 185 (a # 0,
iar a 4+ b si a + b+ ¢ sunt cifre).

Raluca Muresan

3. Laun spectacol, magicianul 1i cere unei persoane din public sa se gandeasca
la un numar de trei cifre, abe, unde a, b, ¢ sunt cifre in baza 10. Apoi, magi-
cianul ii cere persoanei respective si formeze numerele acb, bac, bea, cab si cba,
sa adune aceste cinci numere si sa 1i spuna suma lor, N. Cunoscand valoarea
lui N, magicianul poate gisi numarul initial, abc. Jucati rolul magicianului
si gisiti abe dacad N = 3194.

(>I<>I<>X<)

Nota: Timp de lucru 2 ore.



Concursul interjudetean de Matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXIII-a, 27-29 martie 2009
Clasa a VI-a

1. Determinati numerele naturale a si b cu proprietatea ca
[a,b]> — 800 - (a,b)? = 2009.
(Andrei Eckstein)

2. Sa se arate ca daca a, b si ¢ sunt numere cu proprietatea

a b c
+ + =
b+c c+a a+bd

Y

atunci . bb 1 .
ala + )+ (b+ )+c(c+ )

=1.
b+c c+a a+b

(RMT)

3. Un sir de numere naturale este construit dupa cum urmeaza: se pornesgte
cu a1, din care se construiegte as astfel: se lasa la o parte cifra unitatilor,
apoi se adauga la numarul astfel obtinut cifra unitatilor inmultita cu 5 (de
exemplu 748 — 74+8-5 = 114). Aratati ca daca 2009 apare printre termenii
acestui gir, atunci sirul nu contine numere prime.

(prelucrare Mihai Chis)

4. Fie BB, si CC] bisectoarele unghiurilor B si C' ale unui triunghi ABC'
cu BC' = a. Simetricul P al lui B fata de B; si simetricul @ al lui C' fata
de C sunt situate pe dreapta M N, unde M este mijlocul lui [AB], N este
mijlocul lui [AC], MN = § si MN||BC.

Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC in functie de a.

(¥ * %)

Nota: Timp de lucru 3 ore.



Concursul interjudetean de matematica Traian
Lalescu

Editia a 23-a, Arad, 27-29.111.2009

clasa a VII-a

1. Determinati suma primelor 28 4 23 — 7 zecimale ale numarului ((28 +24—-7—+ 2009)3)24.
2. Fie AABC un triunghi oarecare, D € (BC) si E € BC \ (BC') doud puncte astfel incat

BD BE

CD CE’
iar M € AB si N € AC punctele in care paralela prin D la AE intersecteaza dreptele AB, respectiv AC.
Aratati ca D este mijlocul segmentului (M N).

3. Fie a,b, c,u,v > 0 numere pozitive, cu u + v > 2. Aratati ca

2)

1
a(a+bu+cv)+b(b+cu+av)+c(c+au+bv)§M(aerJrc)z.
b)
a b c
: b b(b bv)) > (a+b+c)?.
(a—l—bu—l—cv + T ———" + c+au—|—bv) (a(a+bu+cv)+b(b+cutav)+c(ct+au+bv)) > (a+b+c)
c)
a b c 3
>

+ + > .
at+but+cv bi+cutav c+au+t+bv 1+u+w

4. Fie A ABC un triunghi ascutitunghic, cu centrul de greutate G, ortocentrul H si centrul cercului
circumscris O. Daca A’ este simetricul punctului A fata de punctul O(i.e., A’ € AO\ (OA, cu [A'O] =
[AO]), aratati ca

a) triunghiurile A AA’B gi A AA’C sunt dreptunghice.

b) patrulaterul A’BHC este un paralelogram.

¢) punctele O, G si H sunt coliniare si OH = 3 - OG.

Nota: Timp de lucru - 3 ore
Subiect propus de lect.dr. Mihai Chig si asist.dr. Radu Moleriu



Concursul Interjudetean de Matematica Traian Lalescu
Editia a XXIII-a, Arad, 27-29 Martie 2009
Clasa a VIII-a

1. a) Aratati ca pentru orice x, y € R are loc inegalitatea
1+x*)(1+y?) > (1+xp)>.

b) Aratati ca daca a, b, ce R cu abc=1, atunci
1+a A +bH)A+c*) > 1+ a)1+b)1+c).

2. Demonstrati cd pentru orice x€ R

{x}>{x+%} o (x> {2x).

3. Un recipient are formi de paralelipiped dreptunghic cu aria totald A. In recipient
se afld un volum V de apd. Fie h,,h,,h,naltimile pe care le atinge apa atunci
cand recipientul este asezat succesiv pe trei fete ale recipientului care au un varf

comun. Demonstrati ca

18V
hl +l’l2 +]’l3 27

4. Fie ABC un triunghi echilateral cu ortocentrul H si M, N doua puncte variabile pe
laturile (4B), respectiv (AC) astfel incat perimetrul triunghiului AMN este egal cu
lungimea laturii (BC). Aratati cd distanta de la H la MN este constanta.

Subiect propus de Andrei Eckstein §i loan Casu

NOTA. Timp de lucru - trei ore.
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Concursul interjudetean de Matematica ”Traian Lalescu’
Editia a XXIII-a, 27-29 martie 2009
Clasa a V-a
BAREM DE CORECTARE

Subiectul 1

e Observarea regulii "la al k-lea drum, harciogul duce 2k—1 seminte”............... 1p
e Calculul sumei 1+3+5+...+109=2-1-142-2—-1+...42-55—-1=
2(14+ 2+ ...+ 55) — 55 =55 = 3025.....co........ 3p

e Determinarea numarului de camari necesare............... 1p

e Se gaseste cd in primele k& drumuri duce k? seminte............... 1p

e Observarea faptului ca numarul de drumuri dupa care se umple a doua
camara este cel mai mic patrat perfect > 2000............... 2p

e Finalizare............... 1p

e Oficitl...uvveeennns 1p

Subiectul 2

e Numarul este divizibil cu 5 < ¢ € {0,5} e Ip

e Cazul ¢ = 0 - trebuie ca a(a + b)(a+ )0 : 37............. Ip

- scrierea lui a(a + b)(a + b)0 in baza 10............... Ip

S 1110041106537 < b 137 b= 0. 1,5p

- a poate fi orice cifra nenula............... 0,5p

e Cazul ¢ =5 - trebuie ca a(a +b)(a +b+5)5 : 37............... Ip

- scrierea lui a(a + b)(a + b+ 5)5 in baza 10............... 1p

37|(1110a + 110b + 55) < 37|(18 — b) - imposibil pentru b cifra............... 2p
e Oficiu............... 1p

Subiectul 3
o N+ abc=222(a+b+¢).cceeenenen. 3p
e Cautarea lui a + b + ¢ astfel incat 3194 < 222(a + b+ ¢) < 3194 +

ea+b+ce{l1516,17,18}............... 1p o
e Verificarea celor 4 posibilitati, singura varianta convenabila fiind abc =
358 2p



Concursul interjudetean de Matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXIII-a, 27-29 martie 2009
Clasa a VI-a
BAREM DE CORECTARE

Subiectul 1

e Scrierea a =d - k1, b=d - ky cu (ky, k) = 1o 2p
e Inlocuirea in relatia din enunt = d2(k2k2 — 800) = 2009............... 2p
02009 ="7%41...cccc...... 1p
e d poate fi 1 sau 7.........eee. 2p
eCazul l: d=1=ky ko =53=a,b.ccccce...... 1p
e Cazul 2: d=T7T=ky - ka =29 = a,b..c............ 1p
e Oficiu............... 1p
Subiectul 2
b a b c B b 4

o (a+ +C)(b+c+a+c+b+a>_a+ F Coverrneenn, p

a? b? c?
.b+c+a—|—c+b—|—a_0 ............... 3p
e Se aduna relatia anterioara cu cea din enunt, si se obtine concluzia............... 2p
o Oficitl...ovveeennn. 1p

Subiectul 3
e Se presupune ca 2009 este termen al sirului. Se observa ca: 2009 —

200+9-5=245—-24+5-5=49 —-44+9-5=49, etCeuurroeoo...... 2p
e Toti termenii sirului de la un moment dat vor fi egali cu 49............... 1p
e 2009 este multiplu de 49............... 1p

e Se demonstreaza ca daca un termen al girului este multiplu de 49, si cel de

dinaintea sa va avea aceasta proprietate: abcd + 5e : 49 < 10 - abed + 50 -

Subiectul 4

e Figura corecta............... 1p
e ABBC = AByPN (UL.U.).............. 1,5p
e NP=BC =a...cccc........ 0,5p

[ ) AClBC = AClMQ (ULU) ............... 1,5p






Barem de corectare la clasa a VII-a

start 1p
scrie sub forma (45 — 1/2009)72 1p
observa ca 44 < /2009 < 45 1p
aratd ca 45 — /2009 = i \/W < @Qj = 3p
arata e (1) = (1)) < (%)) = ()" 2p
deduce ca primele 48(deci si primele 44) de zecimale ale numarului dat sunt nule 2p
Total 10p
start 1p
rescrie relatia din enun sub forma 25 = g—g (1) 1p
din MD || AE deduce cda ABMD ~ A BAE 1,5p
si obtine ca M2 = BB () 1p
din DN || AE deduce ca ACDN ~ ACEA 1,5p
si obtine ca ]Xg = gg (3) 1p
din (1), (2) si (3) deduce ca 42 = 55 2p
si D este mijlocul segmentului (M N ) 1p
Total 10p
start 1p
a) aratd cd a(a + bu + cv) + b(b + cu + av) + ¢(c + au + bw) =

=0 (q+ b+ )2 — “=2(a® + b* + 2 — ab — ac — bc) 2p
si obtine inegalitatea 1p
b) aplica inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz si obtine inegalitatea ceruta 3p
¢) din inegalitatile de la a) si b) obtine

MT-H)(Q + b + C)2 <a+bz+cv + b+c’3+a'u + c+azi+bv) Z (a + b + C>2 2p
si deduce concluzia 1p
Total 10p
start 1p
a) Din [A’0] = [AO] = [BO] obtine ca m(ABA") = m(BAA') + m(BA’A) = 90° 1p
si triunghiul A BAA’ este dreptunghic 1p
analog, A CAA’ este dreptunghic 1p
b) Din BH L AC 1 A’C obtine ca BH || A'C 1p
analog, CH L AB | A’B implicd CH || A'B 0,5p
si A’ BHC este paralelogram 0,5p
¢) Pentru M € BCNA'H avem ca [BM]| = [CM] si [HM| = [A’M] 1p
atunci G € (AM) cu GM = 1AM, 1p
iar daca G’ este centrul de greutate al triunghiului A AHA',

atunci G’ € (AM) cu G'M = £ AM 1p
deduce ca G =G i G € (HO), cu OH =3-0G 1p

Total

10p



Concursul Interjudetean de Matematica Traian Lalescu
Editia a XXIII-a, Arad, 27-29 Martie 2009

Barem — Clasa a VIII-a

Problema 1

Start ... 1p

Demonstreaza inegalitatea de la a) ... 2p

Aplica inegalitatea de la punctul a) succesiv pentru

x=a’,y=b’;x=b’y=c’*;x=c’,y=a’ si prin inmultire apoi extragere de radicali obtine
inegalitatea (1+ a)(1+b*)(1+c*) > (1+a’b*)(1+b’*c*)(1+c’a%) . 4p

Aplica inegalitatea de la punctul a) succesiv pentru
x=ab,y=bc;x=hbc,y =ca;x=ca,y =abgj prin inmultire apoi extragere de radicali obtine
inegalitatea (1+a’b*)(1+b%c*)(1+c’a*) 2| (1+ab’c)(1+abc”)(1+a’he) | ... 2p

Aplica ipoteza abc=1 si finalizeaza ... 1p

Problema 2
Start ... 1p

1 1
Observa ca {X "‘E} <X} < {Xje {Ealj .. 2p

Pentru implicatia directa: observa ca {2x} =2{x} -1 | 2p

Aratd ci 2{x} —1<{x}* 1p
Justifica de ce nu poate avea loc egalitate mai sus ... Ip

1

Pentru implicatia inversa: considera X cu {x} < E .. 1p

Observi ca 12X} =2{X} _ 1p
Demonstreaza ca 2{X} = {X}* . 1Ip
Problema 3

Start ... 1p

Daci se noteazd cu ©1-92:9; ariile fetelor pe care este asezat recipientul, scrie ca
A=2(S,+S,+5S;) Ip
Scrieca Y =N S, =h,S, =h;S; | 2p

oV 9
h,+h,+h, > =
Scrie echivalent inegalitatea din concluzie ca S;+5,+3, i + i + i . 2p
hy h, h

Demonstreaza inegalitatea obtinuta (cu inegalitatea mediilor, cu Cauchy-Buniakowski sau altfel)
.Ap



Problema 4

Start ... 1p
Observa ca AM+MN+NA=BC se scrie echivalent (BC-BM)+MN+(BC-CN)=BC ... 2p

Rescrie sub forma MN+BC=BM+CN ... 1p

Afirma ca egalitatea obtinuta implica faptul ca BMNC este patrulater circumscriptibil ... 2p
Observa ca cercul inscris in BMNC este cercul inscris 1n triunghiul ABC ... 2p

Observa ca distanta de la H la MN este egala cu raza cercului inscris in triunghiul ABC (si

patrulaterul BMNC), deci este constanti ... 2p
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