Concursul Interjudetean de Matematica Traian Lalescu
Editia a XXII-a, Deva, 28-30 Martie 2008
Clasa a IX-a

1. a) Sa se arate ca daca z,y € (0,00) au produsul 1, atunci
4422 +y* > 3(z +y).
b) Fie a, b, ¢, d numere reale pozitive cu abed = 1. Sa se arate ca
8+ (a* +b%)(c* + d?) > 3(a + b)(c + d).

Andrei Eckstein

b 3
2. Fie k € R, fixat. Sa se determine multimea valorilor expresiei M

abc ’
b+kec c+ka a+kb
a b ¢

unde a, b, ¢ sunt numere reale nenule astfel incat

Andrei Eckstein

3. Fie ABCD un patrulater inscris intr-un cerc de centru O. Notam cu Hu, Hg, He
si Hp ortocentrele triunghiurilor BCD, ACD, ABD, respectiv ABC, iar cu G4,
Gp, Go, Gp centrele de greutate ale acestor triunghiuri.

a) Demonstrati ca patrulaterele HAHpHcHp i GAGpGcGp sunt inscriptibile.
b) Fie Op si Og centrele cercurilor circumscrise patrulaterelor HaHpHcHp si
GAGpGeGp. Aratati ca punctele O, Og si Op sunt coliniare.

Prelucrare Dorel Mihet,

4. Fie ng € N. Aflati numarul functiilor f : N — N cu proprietatile:
i) f(f(n) +n)=f(n),  (¥n) €N
ii) f(ng) = 1.

Prelucrare Dorel Mihet

Nota: Timp de lucru 3 ore.



Concursul Interjudetean de Matematica ” Traian Lalescu”
Editia a XXII-a, Deva, 28-30 martie 2008

CLASA A X-A

1. Se conmsiders ecuatia: 12 + 23 + ... + n = m?, cu necunoscutele m,n € N*.
a) Sa se afle trei solutii ale ecuatiei.
b) Sa se arate ca ecuatia are o infinitate de solutii.

Prelucrare de Ioan Casu

2. Pe laturile unui patrulater convex ABCD se construiesc in exterior triun-
ghiurile isoscele asemenea ABM, BCN, CDP, respectiv DAQ, avand toate ca
baza laturile patrulaterului ABCD. Sa se arate ca dreptele M P si N@ sunt
perpendiculare daca si numai daca diagonalele patrulaterului ABC'D sunt egale
sau daca cele patru triunghiuri isoscele sunt dreptunghice.

Toan Casu

3. Fie un alfabet constituit din trei simboluri a, b, c. Sa se arate ca numarul de
cuvinte de lungime n care se pot scrie cu acest alfabet astfel incat simbolul a
are un numdr par (nenul) de aparitii este:

3" +1
2

—2m

Kok

4. Fie A multimea functiilor f : R — R de forma f(z) = 2% + px + ¢q cu
p, ¢ numere naturale si 1 < p,q < 2008. Notam cu B si C' submultimile lui A
formate din functiile pentru care ecuatia f(x) = 0 are ambele solutii intregi si
respectiv din functiile pentru care ecuatia f(x) = 0 nu are solutii reale. Care
dintre multimile B gi C' are mai multe elemente? Justificati raspunsul.

kkk

Nota. Timp de lucru: 3 ore.



Concursul Interjudetean de Matematica Traian Lalescu
Editia a XXII-a, Deva, 28-30 Martie 2008
Clasa a XI-a

1. Verificati ca ecuatia 7% + 1 = 9% are o unica solutie reala si precizati
un interval de lungime maxima % care contine aceasts solutie.

2
(% * %)
2. Fie ag,a1,a90, - un sir de numere reale astfel ca

ag =1 si an:aL%nJ—{—aL%J

pentrun =1,2,---. Aratati ca

(i) Exista M, p € R astfel ca a,, < M -nP, Vn > 1

(ii) Exista un numar natural ¢ cu ay < 5555

(Precizam ca |z | este partea intreagd aluiz : Z > |z] <z < [z|+1.)

(% * %)

3. Pentru fiecare n > 2, se considera matricea A, € #,,—1(7Z),

301 1 1
1 4 1 1

A, = 1 1 5 I
1 1 1 .. n+l

si se noteaz & cu D,, determinantul acesteia. Studiati marginirea sirului
{£2} si convergenta sirului {%}

(% * %)

4. Studiati convergenta sirului (z,)n>0 pentru care

(—1)" n+n?
5 Tt Ton

T+l = ,Vn >0.

Raluca Muresan, Claudia Zaharia

Nota: Timp de lucru 3 ore.



Concursul Interjudetean de Matemati@ Traian Lalescu
Editia a XXl —a, Deva, 28 — 30 Martie 2008
Clasa a Xl —a

Problema 1:
i. Fie (A,+,[)] un inelsi a,bdA .
Aratati ca (-a) [(-b) = a[b.
ii. Presupuneminelul A este ordonat, adieste dotat cu o rela de ordine(s) in raport cu

care oricare dauelemente din A sunt comparabsieavem indeplinite condile :
a,b,cJA, a<sb= a+c<b+c
a,b,cJA, a<b,0<c= alcshblc

Aratatica 0 < x2 pentru oricex LJ A .
iii. Aratati ca Z nu este inel ordonat pentru= 2.

*k%

Problema 2:
Fie S— mulkimea tuturosirurilor de numere reale. CM g notim submuiimea luiS formag

din sirurile convergente la 0. Pedefinim operéa :
(%n) O(yn) = Xo¥n * XaYn-1 + .+ Xn¥o)-

i. Aratati ca : (iJ D(ij UMy .
n! n!

ii. Verificati daca M este parte staliil luiSn raport cu opeta L .

*k%k

Problema 3 :
Fie f :[O ,) - (0,0) o fungie contindi si crescitoare. Atati ca :

f(O)Jif(x)dstifz(x)dx.

Constantin Bge
Problema 4 :
Fie f,g: [O , 00) o [O , 00) doui fundii continue cu propriétile:
1. lim f(t)=oo.
t -

2. @ este credtoare .
3. Exisa M > 0 astfel incat :

t
[t(x)g(x) dx < Mt pentru orice t =0 .
0

Aratatica g = 0.
Constantin Bge

NOTA: Timp de lucru : 3 ore.



CONCURSUL TRATAN LALESCU
Editia a XXII-a - 29 martie 2008
BAREM PENTRU CLASA a IX-a

1

BAREM @ SEATt coooiiiieiieieieieiee e 1p
Noteaza x+y = s gi exprima in funtiede sgip = 1o 1p
ATALE CA 8 2> 2ttt as 1p
Obtine (s—1)(s—2) > 0 si concluzia punctultd @).......ccccoeeieviiiiiiiniienicniinne 1p
Scrie inegalitatea de la a) pentruz = ac iy = bd ...ooovuveeviiiiniiiniiiiniiiie, 2p
Scrie inegalitatea de la a) pentru @ = ad §1 Y = DC .eevvvvviioiiniiiniiiicnicnce 2p
Aduni cele doud relatii si obtine concluzia punctului b)......oevveeeriiinieinnn. 2p
2.
BAREDM 1 SEATT ceeiiiiiiiiieiiiie ettt 1p
Foloseste proportii derivate si giseste b+ ke = (k 4+ 1)a si analoagele
DACA @A DA € oo 2p
(un singur punct daca lipsegte conditia a + b+ ¢ # 0)
Rezolva sistemul de mai sus sideduce a = b = cCo.ooooevvviiiiiiiiiiiiiii, 2p
Gasegte VALOATEA 27 .. ..coiiiiiiiiiiiie e 1p
Gasegte §i Valoarea 0.........ccouiiiiiiiiiiiiii i 1p
Verifica daca valoarea 0 este atinsa sau nu
(discuta cazul k = 1, este atinsd; k £ 1 nu € abinSa)...ccooveerieiniieiieeniieeiee 2p
Concluzia : dacd k = 1 multimea valorilor este {0,27}, daca k # 1 atunci
multimea valorilor este {27} .....coccooiiiiiiiiii 1p
3.
BAREM @ SEATt coooeiiiieieieieie e 1p
Aplica teorema lui Sylvester pentru cele 4 triunghiuri.........ccceeeeeeeeiiiiiiiinn... 1p
—_— = — — —
Observa ca OHA+0OA = OHg+OB = ... =00 OP.coooiiiiiiiiiiiiiiiiieee, 1p
Deduce PHy = PHg = PHe =PHp = R..c i 1p
Arata ca GaGpGeGp este inscriptibil .. ... 3p
Coliniaritatea . . ... ... 3p
4.
BAREM 1 SEATT ceiiiiiiiiiieiiiiie ettt 1p
inlocuie§te perand n = ng, no+1,... in relatia din enunt.........ccccoeeeveiiiiniiinnnnn.. 1p
Demonstreazd prin inductie cd f(n) =1, V1 > 00eeeroieinieiiieeiie e 2p
Aratd c& f(n) € {0,1}, (V)7 € Nuttoiiiiiii e 2p
Deduce ca singurele functii posibil bune sunt de forma fi(n) =1ptn > ki 0in
rest (U Kk € {0, 1,2, 0,10} ) veeiieiie e 2p
Verifica faptul ca toate aceste functii convin.............c.ooevvviiiiiiiiiiiiiees 1p
Deduce ca exisa ng+1 functii cu proprietatile din enunt.................eeeveeeeeeennnnnnn. 1p



Problema 1

Start
Reduce ecui@ la n(n+1) = 2m? si apoi (2n+1)2 —an’=1
K
Gassste soluii pe ideea(BJ_r 2\/_2) =X * ykx/—2 etc
Arata ca % este impasi X1 = X Y+ = Yk
Determiri trei soluii particulare perech{m,n) adici(1,1),(6,9 ,( 35,49

Problema 2

Start
Afirma ca abordeaz problema cu ajutorul numerelor complexe
Determira afixele puncteloM,N,P,Q in funaie de afixele punctelok B,C,D

. . L ZM—Zp .
Pune condia de perpendicularitaté—= [JiR"

ZN - ZQ
Scrie echivalent cav+w=0 si face calculele
Finalizare
Problema 3
Start

Daa apariiile lui a sunt in nurar de 2k atunci suntCﬁ" poziii
Celelalte poazii pot fi ocupate 2" moduri

Numarul de cuvinte est 22"

k=1

Obsend ca (1+x)"+(1-x)" = 2 CA*x*
k=0
n

Oltine réspunsul3 1 o

Problema 4

Start
Obsenrd ca multimile A B,C sunt finite

Conside# un elementx? +ax+b din B cu m<n radacini intregi
Din m+n=-a, mn=b=-2008<mpn< (

2

Obsend cid x“—nx+mnOA

Obsend ci x? —nx+mnOC

Obsend ca aceast corespondeti intre un element dif8 si unul din C este injectig
Da exemplu de element al 1@ care nu se alme astfel dintr-un element diB
Deduce @ numirul de elemente di@ este strict mai mare decéat cel dn

1p
2p

2p

2p
3p

1p
1p
2p

2p

2p

2p

1p
1p
1p
1p
1p
2p

1p
1p



Problema 1

Start
1

X X
Imparte cu9” si gaseste ecuga echivalent (gj +(§j =1

7

X X
Precizeai ci fungia x - f (x) :(§j +(§j este strict descreztoaresi continui

Ecuaia are soltie unic
Radicina se afl in intervalul (0,)

Soluia se gssste n intervalul(%,lj

Problema 2

Start
(i) demonstrde prin indugcie : verificare pentrup(l) ‘M 22, pOR

wew| (53

p este #dacina ecudei de la problema 1
Concluzia indugei : p(1),p(2),....p(n- 3= p(n)

A ol
(i) 2

OO00-0
n-

00

i
1
m P

%ppp.o= moNT e
no e q  2008!

Problema 3

Start
Gisirea relgiei de recurei D, =nD,; +(n-1)!, D,=3
Dy_ Dy 1

n (n-1)! n

&:1+£+...+E = Dn este nerdirginit superior
n! 2 n n'J,

1 1
D, Lttt

(n+1)!: n+1 (n+1)!

Problema 4

Start
n(n-1)
Fiesirul y, =x,2"(-1) 2
n(n-1)
Reldia de recurefd pentruy,: Ynv = Ynt+ 2(n+ nz)(—l) 2

|Yn+a| S€ majoreazcu un polinomP(n) de gradul3

_Z—szmnngo

. D
N Aplica teorema Stolz-Cesares —1— . 0

1p
2p
3p

1p
2p

1p

1p
1p

2p

2p
2p

1p
1p

1p

1p
4p

1p

2p

2p

1p
3p

2p
3p

1p



Problema 1

(i)Arati ca a(-b)=-(ab)

Atunci (-a)(-b) =~[a(-b)]=~[-(ab)]=ab

(i) Daca x=20= xk=x[D=0

Daci x<0= 0=-x+x<-x=x*=(-x)(-x)= 0

(if) Presupunem prin absurd &, este ordonat

Atunci f)siz(i)z << < (F—\).

Rezulti 1< 0 care combinat cu cu inegalitatea precetdlennduce lal=0

Problema 2

. (o
(iyCalculeaz (x,)= (FJ
Folosind criteriul raportului demonstreéiagi (x,)0Mg
(i) Arata ca M nu este parte stabil

De exemplu(y,):= (%j* (%) > 2(nn+ .,

Problema 3

Avem G'(t)<0= G(t) descresitoare

Deduce & G(t)<G(0+0) =1 mso

t(0)

1 si obtine inegalitatea dotit

t(0)

In particularG (1) <

Problema 4

Precizeak ci existi L = lim g(x)

n-o

Presupunem prin absurd & >0
t

Jf(x)g(x)dx

Scrie sub formaot—s M, t>0

Cu regula I'Hospital aveno =tlim |f (t)g(t)| <M, care este contradie

RamanelL =0 si cum g este cresttoare rezult g =0.

1p
1p
1p
1p
1p
1p
1p

2p

2p
3p

1p

3p

1p

1p

1p

1p
1p

1p

3p
1p



