Universitatea de Vest Timisoara Caransebes 23 — 25 martie 2007
Inspectoratul Scolar Caras Severin

Concursul Interjudetean de Matematica
Memorialul ,, Traian Lalescu”
Editia a XXI-a

Subiect clasa a 1X-a

Problema 1: Fie E o mulfime nevida, A,B ¢ E si functia f : P(E)—) P(E)x P(E) definita prin
f(X)=(X UA X NB), ¥X eP(E).
Sa se arate ca f este injectiva dacd si numai dacd A c B.
Prelucrare I. Casu

Problema 2: Fie ABCDEF un hexagon regulat si M, N doua puncte pe segmentele CF si respectiv
EC astfel incat:
CM _EN _|
CF EC
Sa se determine valoarea lui r pentru care punctele B, M, N sunt coliniare.
I Casu

Problema 3: Fie ABC un triunghi, M un punct in interiorul acestuia si I,1,,l; lungimile
segmentelor determinate de laturile triunghiului ABC pe dreptele paralele duse prin M la BC, CA
respectiv AB. Sa se arate ca:
Lok b
BC CA AB
* % *
Problema 4: Sa se rezolve in multimea numerelor reale sistemul:
X*+y*+2°=0
x°+y°+2°=0

X2007 + y2007 + Z2007 — O

I Casu

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii
Timp de lucru 3 ore
Pentru fiecare problema corect rezolvata se acorda 7 puncte.
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Problema 1: Determinati toate functiile monotone si surjective f : R — Z care satisfac simultan
urmatoarele proprietati:

a) f(f(x))="f(x),vxeR
b) f(2x)- f(x)= f(x+%j,VXGR.

Gh. Silberberg
Problema 2: Fie zeC cu |z <1. Demonstrati ca:

Re(ij >1
1+z

Problema 3: Fie A o multime de cardinal a si B o submultime a sa de cardinal b, unde a si b sunt
numere naturale cu a> b. Exprimati in functie de a si de b numarul solutiilor din P(A)x P(A) pentru
fiecare din urmatoarele sisteme de ecuatii:

X UY = A
(S,

Prelucrare Gh. Silberberg

XNY =8B
(S XUY=A
21X AY|=b
* * %
Problema 4: Determinati unghiurile triunghiului ABC daci:
sin Asin BcosC =—%
* * %

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii
Timp de lucru 3 ore
Pentru fiecare problema corect rezolvata se acorda 7 puncte.
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1. Se considera sirul (x, ). definit prin: x, =a<1, x, =b>1si x,,, =§xn+1 +%min{l, X, } pentru

orice n e N. Sa se arate ca daca x, >1, atunci sirul (xn )n este convergent si determinati lim x,, .

Selectie T. Ceausu
2. (a). Dati exemplu de matrice A, B €M, (R) astfel incat AB=BA, A>=B?si det(A-B) = 0.

(b). Demonstrati ci daci A BeMs; (R) au proprietitile AB=BA, A3=B® atunci
det(A-B)=0.

D. Mihet
a b
3. Fie A=| ' '|e M, (Q) o matrice nesingulari si f: R-Q—R, f(X)=L+bl. Notam
¢, d c,X+d,;
an bn . *
Anz[ Jslf”:fofo...of,neN.
€y dn n ori

(a). Demonstrati ca daca x, € R-Q, atunci si f"(x,) este definit pentru orice n eN si

f"(x,) = ByXo +Dy pentru orice neN’.
C,X, +d,
(b). Aritati ci daca b,c, = Osi existi meN astfel incat b,c,, =0, atunci A™ = Al, cu
1e Q.
(c). In ipotezele de la (b), notam vy, = f"(x,). Aflati numairul elementelor multumii
M ={x, € R-Q |(y, ), este convergent}.

D. Mihet, Vasile Pop
4. Functia g: R—R are proprietatea lui Darboux si lim g(x) = 400. Sa se arate ca daca f: R—R este 0
X—00

functie periodici si existd lim f(g(x)), atunci f este constanti pe R.
X—00

D. Mihet

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii
Timp de lucru 3 ore
Pentru fiecare problema corect rezolvata se acorda 7 puncte.
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1

e )

1) Calculati lim lim ]1.(1 szl
_a + +

N—00 a—>0

M. Chis
2) Consideram functiile f, g :[0,50) — R date de:
f(t)= e“‘j'e‘as cos(bs)ds, g(t) = e“‘j'e‘as sin(bs)ds
unde a si b sunt numere reale date. 0 0
a) Aratati ca daca a<0 atunci
maxﬂ f (t)|,|g(t)|}§ —i pentru orice t>0.

b) Daca pentru fiecare b € R, functiile f §i g sunt marginite atunci a<0.
C. Buse

3) Fie (G,O) un grup abelian finit §i p un numar prim, cu p| |G|
a) Dacid H este unsubgrup al lui G cu p | [H|, iar xe G\ H are proprietatea ci x° € H aritati

cd existd yexH cu ord(y)=p.
b) Aratati cd existd x € G cu ord(x)=p.

* * *
4) Fie a, B doua numere complexe diferite si A o matrice patratica de ordinul 5 cu elemente
numere complexe.
Rezolvati sistemul cu necunoscuta X € M5v1(C):
(A-—al)’X =0
(A-BIPX =0
| fiind matricea unitate de ordinul 5.
C. Buse

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii
Timp de lucru 3 ore
Pentru fiecare problema corect rezolvata se acorda 7 puncte.



