
Clasa a IX-a

1. Fie M , N , P , Q, R, S mijloacele laturilor [AB], [BC], [CD], [DE], [EF ], respectiv [FA]
ale hexagonului ABCDEF . Arătat

,
i că:

MQ ⊥ PS ⇐⇒ MQ2 + PS2 = NR2.

2. Fie ABCD un pătrat în planul P s
,
i M3 = {A,B,C}. Pentru fiecare n ∈ N, n ≥ 3,

definim mult
,
imea

Mn+1 = Mn ∪ {Z ⊂ P | (∃)X, Y ⊂ Mn astfel încât XZ = 2 ·XY }.

Aflat
,
i valoarea de adevăr a afirmat

,
iei:

Există n ≥ 3 cu proprietatea că D ∈ Mn.

3. Fie f , g : R → R două funct
,
ii cu proprietăt

,
ile:

i. g este impară;
ii. f(x+ y) ≤ f(x) + f(y), ∀ x, y ∈ R;
iii. f(x) ≤ g(x), ∀ x ∈ R.

Arătat
,
i că:

a) f(x) = g(x), ∀ x ∈ R.

b) f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀ x, y ∈ R.

4. Fie △ABC un triunghi fixat în plan.

a) Arătat
,
i că pentru orice punct M din plan există un unic triplet (α, β, γ) de numere

reale cu proprietatea că α + β + γ = 1 s
,
i

#     »

OM = α · #    »

OA+ β · #    »

OB + γ · #    »

OC,

pentru orice punct O din plan.
((α, β, γ) se numesc coordonatele baricentrice standard ale punctului M în raport cu

△ABC s
,
i notăm M(α, β, γ))

b) Determinat
,
i coordonatele baricentrice ale mijloacelor A1, B1, C1 ale laturilor [BC],

[CA], respectiv [AB] ale triunghiului, ale picioarelor A′, B′, C ′ ale înălt
,
imilor din A,

B, respectiv C s
,
i ale mijloacelor A2, B2, C2 ale înălt

,
imilor [AA′], [BB′], respectiv

[CC ′].

c) Arătat
,
i că dreptele A1A2, B1B2 s

,
i C1C2 sunt concurente.
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Clasa a X-a

1. a) Rezolvat
,
i în R ecuat

,
ia 2x = x.

b) Fie f : R → R o funct
,
ie strict convexă, adică

f(tx+ (1− t)y) < t · f(x) + (1− t) · f(y), ∀ t ∈ [0, 1], ∀ x, y ∈ R, x 6= y.

Câte solut
,
ii reale poate avea ecuat

,
ia f(x) = x?

Justificat
,
i răspunsurile.

2. Arătat
,
i că pentru orice z ∈ C are loc inegalitatea:

|z − 1| · |z − i|+ |z| · |z − (i + 1)| ≥ 1.

Când are loc egalitatea?

3. Fie f , g, h : R → (0,+∞) funct
,
ii strict crescătoare astfel încât

h

g
s
,
i
h

f
sunt funct

,
ii strict

crescătoare pe R s
,
i h(1) = f(1) + g(1).

Rezolvat
,
i în R× R× R sistemul











f(x) + g(y) = h(x)

f(y) + g(z) = h(y)

f(z) + g(x) = h(z).

4. Arătat
,
i că pentru orice n ∈ N∗ are loc inegalitatea:

(

n+
3

2

)

· lg n+ 2

n+ 1
<

(

n+
1

2

)

· lg n+ 1

n
.
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Clasa a XI-a

1. Pentru un punct M din interiorul triunghiului isoscel V A1A2, se notează cu d1 distant
,
a

de la M la V A1, cu d2 distant
,
a de la M la V A2 s

,
i cu d distant

,
a de la M la A1A2.

Precizat
,
i mult

,
imea punctelor M pentru care d =

√
d1 · d2. Formulat

,
i o generalizare în

spat
,
iu, plecând de la un con.

2. Fie g : R → R o funct
,
ie continuă pentru care

g(g(x)) · g(x) = 1, ∀ x ∈ R.

Arătat
,
i că ecuat

,
ia g(x) = x admite o solut

,
ie unică s

,
i că g(x) ≤ x, ∀ x ≥ 1.

3. Fie n ∈ N, n ≥ 2 s
,
i A =













a1 a2 a3 . . . an
an a1 a2 . . . an−1

an−1 an a1 . . . an−2

. . . . . . . . . . . . . . .

a2 a3 a4 . . . a1













.

a) Dacă ε0, ε1, . . . , εn−1 sunt rădăcini de ordinul n ale unităt
,
ii,

f = a1 + a2X + a3X
2 + · · ·+ anX

n+1, iar W =













1 1 . . . 1
ε0 ε1 . . . εn−1

ε20 ε21 . . . ε2n−1

. . . . . . . . . . . .

εn−1
0 εn−1

1 . . . εn−1
n−1













.

Considerând produsul A ·W , arătat
,
i că det(A) = f(ε0) · f(ε1) · . . . · f(εn−1).

b) Rezolvat
,
i ecuat

,
ia det(A− xIn) = 0, x ∈ C.

c) Arătat
,
i cădacă există ℓ ∈ C astfel ca Aℓ = On, atunci A = On.

4. Fie f : (0,+∞) → (0,+∞) o funct
,
ie cu proprietatea

min(
√
x,
√
y ) ·max( f(x), f(y) ) ≤ max(

√
x,
√
y ) ·min( f(x), f(y) ), ∀ x, y > 0.

Demonstrat
,
i că f este continuă s

,
i că s

,
irul recurent următor este convergent:

x0 ∈ (0,+∞), xn+1 = f(xn), ∀n ≥ 0.
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Clasa a XII-a

1. Fie A un inel cu patru elemente. Demonstrat
,
i că A este corp dacă s

,
i numai dacă ecuat

,
ia

x2 + x+ 1 = 0 are o rădăcină în A.

2. Să se arate că mult
,
imea izomorfismelor de la grupul (Q,+) în el însus

,
i împreună cu

operat
,
ia de compunere formează grup care este izomorf cu grupul (Q∗, ·).

3. Fie f : [0, 2π] → R o funct
,
ie convexă, de două ori derivabilă, cu f ′′ continuă. Demonstrat

,
i

inegalitatea:
∫ 2π

0

f(x) cosx dx ≥ 0.

4. Demonstrat
,
i că funct

,
ia F : (1,+∞) → (ln 2,+∞), F (x) =

∫ x2

x

1

ln t
dt este bijectivă.
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