Clasa a IX-a

1. Fie M, N, P, Q, R, S mijloacele laturilor [AB], [BC], [CD], [DE], [EF], respectiv [F A]
ale hexagonului ABCDEF'. Aratati ca:

MQ L PS <= MQ*+ PS*= NR%

2. Fie ABCD un patrat in planul & si M3 = {A, B,C}. Pentru fiecare n € N, n > 3,
definim multimea

My =M, U{ZC 2| (3)X,Y C M, astfel incat XZ =2 - XY }.
Aflati valoarea de adevar a afirmatiei:

Exista n > 3 cu proprietatea ca D € M,.

3. Fie f, g : R = R doua functii cu proprietatile:
i. g este impara;
i flr+y) < flz)+ fy), Ve, yek
iii. f(z) <g(z),VzekR.
Aratati ca:
a) f(x) = g(x), ¥z € R.
b) flet+y)=fl)+fly), Vo yeR
4. Fie AABC un triunghi fixat in plan.

a) Aritati cd pentru orice punct M din plan exista un unic triplet («, 3,v) de numere
reale cu proprietatea ca o+ 3+ vy =1si

OM=a-0A+3-0B+~-0C,

pentru orice punct O din plan.
((cr, B,7) se numesc coordonatele baricentrice standard ale punctului M in raport cu

AABC sinotam M(«, 8,7))

b) Determinati coordonatele baricentrice ale mijloacelor Ay, By, C; ale laturilor [BC],
[C'A], respectiv [AB] ale triunghiului, ale picioarelor A’, B, C" ale inéltimilor din A,
B, respectiv C' si ale mijloacelor Ay, Bs, Cy ale inaltimilor [AA'], [BB'], respectiv
[cc’.

c) Aritati ca dreptele A1 Ay, By By si C1C5 sunt concurente.
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Clasa a X-a

a) Rezolvati in R ecuatia 2% = z.

b) Fie f : R — R o functie strict convexa, adica

flx+ A =t)y) <t -flx)+(1—1t)- fly),Vte[0,1],Va,y eR, z #y.

Cate solutii reale poate avea ecuatia f(z) = 27

Justificati raspunsurile.

Aratati ca pentru orice z € C are loc inegalitatea:

|z =1 - |z —d| + 2] - |z = (i+1)] > 1.

Cand are loc egalitatea?

h . h

Fie f, g, h : R — (0, +00) functii strict crescatoare astfel incat — si — sunt functii strict
9

crescatoare pe R si h(1) = f(1) + g(1).

f(z) +g(y) = h(z)
Rezolvati in R x R x R sistemul § f(y) + g(2) = h(y)
f(z) +g(x) = h(2).

Aratati ca pentru orice n € N* are loc inegalitatea:

+3 ln—|—2< +1 ln—l—l
n+—=|- n+=|- :
2) tnr1 2)




Clasa a XI-a

1. Pentru un punct M din interiorul triunghiului isoscel V' A; A, se noteaza cu d; distanta
de la M la VA, cu dy distanta de la M la V Ay si cu d distanta de la M la A;As.
Precizati multimea punctelor M pentru care d = v/d; - d2. Formulati o generalizare in
spatiu, plecand de la un con.

2. Fie g : R — R o functie continua pentru care

g(g(z)) - g(z) =1,Vz € R.

Aritati ca ecuatia g(z) = = admite o solutie unica si ca g(x) <z, Vz > 1.

aq as ag ... Ay,
Ay, aq Ao ... QAp_—1
3. FieneNn>2siAd=\|ap1 a, a1 ... apo
(45} as a4 ... aq
a) Daci e, €1, ..., £,—1 sunt radacini de ordinul n ale unitatii,
1 1 ... 1
€0 €1 oo Ep—1
f=ai+aX +aX?+ - +a, X" iar W= | & & ... &,
n—1 n—1 n—1
€0 € cee Ep

Considerand produsul A - W aratati ca det(A) = f(eo) - f(e1) - ... - f(En-1)-
b) Rezolvati ecuatia det(A — z1,) =0, z € C.
c) Aritati cidaca exista ¢ € C astfel ca A® = O, atunci A = O,,.

4. Fie f:(0,400) = (0,400) o functie cu proprietatea
min(v/z, /) - max( f(x), f(y)) < max(vV,\/y) - min( f(2), f(y)), Vo, y > 0.
Demonstrati ca f este continua si ca sirul recurent urmator este convergent:

xo € (0,+00), Tny1 = f(zn), YN > 0.



Clasa a XII-a

. Fie A un inel cu patru elemente. Demonstrati ca A este corp daca si numai daca ecuatia
z? + 2+ 1 =0 are o radacind in A.

. S& se arate ci multimea izomorfismelor de la grupul (Q,+) in el insusi impreuna cu
operatia de compunere formeaza grup care este izomorf cu grupul (Q*,-).

. Fie f : [0,27] — R o functie convexa, de doud ori derivabild, cu f” continua. Demonstrati
inegalitatea:

2m
/ f(z)coszdx > 0.
0

2

1
. Demonstrati ca functia F' : (1, +00) — (In2,+00), F(z) = / i dt este bijectiva.
, In



Subiectul 4

b BRI s commmmessass s a5 o R D A SO R Ip

2.0bserva [EA”] mediana in AECB  .......c.oocvvvnievcerreceenninns lp

3.Determind EA’:’% , EA= 5’—2‘/_5- .......................................... 2p

4. Determind £M = a66 si A'M =—C—%/E .............................. 2p

5 Specilich pozitErPURCIII cosmmavmmnnmnrmssmn ip
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Clasa a IX-a

Problema 1.

Aratd c& NR =M+Q+?§ ..................................................... 4p
Objine NR*=MQ?+PSH2 MO PS ..oovrorererieneecerrencrireanns 2p
BIAIZAIE v i T e e e 3p
TOLAL eoviriiirren s arerrrarrs sresssaeseesesescenarns e e r e en s ens et anes 10p

Alege reperul (de exemplu B(0,0), A(0,1}, C(1,0), D(1.1)) 2p
Aratd prin inductie dupa n ¢l toate punctele multimii M, au

cel putin céte 0 coordonatl Pard ... S5p
Deduce ¢ DM, , (T NZT ccciiniiiianieevvens 2p
O] s cxvuicevmnomamas sssass sy vor s e O BRSNS SRR 10p
Problema 3.
STAEE 111 asmrnnss i A sy lp
OBSeVAEREINED v ommmsmammmmensnrsmissssxsnmass ip
Aratd- ol fIDE0 sonaanm s S e B s 2p
Aratd cd f(x)=g(x) si deduce ¢ f(x)zg(x). (V) xR ......... 2p
Observil cff £ este Imparicoveunnmssismpiamn aivms tp
Arati c& f(x+y)=f(x)+{y) i deduce ¢ f(x+v)=f0)+(y),
(IR YEIR. ... e S R ORI D 3p
"B s s s S RS 10p
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Problema 4.

SEATT oo vearr vt et ssas s n s s sas e Ip

1)-DIEdice EXISBHE o vnvmmmmmn s s 2p
ATAtE UNICHAIER c.vevreccrrisrrcrrcremsrresreasrastsmsenssissisnisssesesisnesrns Ip

b} Determind coordonatele baricentrice ale punctelor

A] ,B Is C1 .............................................................................. 1p
Determiné coordonatele baricentrice ale punctelor

AT B, C e e Ip
Determina coordonatele bartcentrice ale puncteior

Az, B;J_, Cz ............................................................................ lp

¢) Considera A1A»NB;B, =(K} si determini coordonatele
baricentrice ale punctului K ..o 2p
g o L ] T, Ip

BRSPS 10p
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Clasa a X-a

La) Ecuatia nu are solutii negative
- dac3 a= 0 este solutie atunci a=2%= i
- dacd x= 1 atunci 2= 2™ = [x]+1>x (cu inductie!) 3p
b) - (x)=2"+x-1 este strict convexa §i ecuatia f(x)=x are o

singurd solul;le ................................................... lp
- f(x)=x" este strict convexd si f{x)=x are doud solutii
DISUNERe. s s s Sesmeme e P A tp

- ecuatia nu poate avea mai mult de doud solufii.
prin absurd. Fie x;<x,<x; solutii distincte ale ecuatiei f{x)=x.
Atunci 3t€[0,1] astfe] incat xo=t x,+{1-t)X3 §i
xz=f(xp)<tf(x: (1) fxa )=t xi+H{1-)x3=x2

(COREATICIE ) o cnawnvusmrnasnnm s enmsmmes s s s saims wasss 2p
IL - iz D=z 2L H)Hl
- [2)-|z-(}+1)i= SRR  yrronsnsissiinmisg s sevmpasss 2p
= [z=1)z-iHzZH Z-( 1z =L e 2p

- egalitatea se¢ realizeaza dacd Re(z*-z(1+i))=0 cu detalii 3p

1IL - scrie egalitatea
- f)+g()-h(x)H(y)y+g(y)-hiy)y+ (2)+g(2)-h(2)=0

si:ghsegtesolupia:(1 L D) s s nima 2p
(x} _
gy=Slx )L,( ) }
plx)
functia p este strict crescitoare gi p(1)=g(1).
dacd x>1 atunci g(y)>g(1) deci y>1. Analog z>1 ............. 2p
f) 8}
+g(x)-h(x)=h -1
- fx)+g(x)-h(x)=h(x)- {h( D }
4(x)
25




- functia q este strict descresctoare atunci q(x)<q(1) pentru
x>1 deci fix)+g(x)-h(x)<0, adic sistemul nu are solutii
CUKP L s pmmomemmnmmrmamsmsmsrsmnnn s S S TR PR taint 2p
- analog se trateaza cazul X<l ..vnnnnnnniissiencs P

IV. - scrie inegalitatea sub forma:

3 1
n+l n

- ajunge la inegalitatea echivalentd:

2 2n
@ +22n)(2n+3)—.1<[1+ 21 )+...+(1+ 21 ] 3p
n+2n+1 n+2n n+2n

- folosegte inegalitatea

1Y k 1
1+ 21+ +C} csssssnss e
[ n+ 2n} n42n At +2n) P
= FINAHZATE o1oussspanrassseanes iR v L P
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Clasa a XI-a
1}
- calculeazd d, = $
1 va® +b? ’ NJa® +b?

|bx+ay—ab{ g = [bx—ay+ab[

- expliciteaza modulele in functie de pozitia originii ..........

- din relagia din enuny deduce
,  {ab—-bx-ay)bx—ay+ab)
y = 2 2
a +b

......................

232 1.2 B2
- obtine ecuatia x’ +[y+%} =Lbz+b-) RUN—
- precizeazi locul geometric C Int(VAA,) vl 1p
- generalizeaza locul geometric In Spafit .....ocvvoirnceioninnunne lp
Ny
V(0,b)
0 Ay X
{-a.,c}A\ (ac)
2
50.-2)
2)
1
- g(x)=ye Im{g)= g(y) = ; ............................... Ip
Oel >0
(Oelm(e) _ BD>0 o 1p
g — continud (<)
27



- consider functia g(x)-x - continui(are P.D.) si presupune cd
520 5 7
x)-x£0=g(x)-x
(<0)
- daca g(x)-x>0 alege xo>1 §i obtine ca g(g(X0)>g(x0)>x0>1,
deci g(g(xo0))- g(x0)#1 contradictie daca g(x)-x<0 alege Xo<-1 gi

obtine analog contradictie ..o Ip
- obtine cd(F) ceR:g(c)-c=0 .oovvvniinii Ip
- daca ¢ este sol a ec. g(x)x =0=c’=l=c=1 sol unici pt.
g(x)>05t ¢=1,sol unicApt g(x)<0 ..o lp
- presupune ci  g(x}x>0 ¥V xzl, deci I X
1
>xp> == = 1 s 1

g(x0)>xo> 1 =>g(g(X0)) 2(t0) P
- conform P.D. (3) e€ (X0,8(x0)) : g(E)€, £>x0>1

CONLEAAICHE 1. vvvnvveereenniier it v s lp

3.a) — calculeaza
FACTY f&) . Sflen)
AW = g f(&)  efle) - E.0(E,0) "_'i’B eendp

80—1f(50) &y f(gl rr-—lf(gn-i)

- calculeazi det(B) = ]‘[ Fle) detiF) eviiiiicinn 1p
k=0
- justificd det(W)#0 ...ooooiniini 0,5p
n=1
e det(4) = [ F6) covovmmmmeicin s 0,5p
k=)

b) — consideri polinomul g—a;-x+a2X+a3X +.. +anX™! (g=f-x)

;=1

si reduce la punctul ) == det(4 - xI,) = [ [ gle,) - oeon. 1p
k=
- din det(A-xI;)=0, deduce cd x=f(ey), =LA ip
28

¢} —din A'=0, obtine ci =0, k=0,n—1 ......ccoceviiniiinn ip

n-l
- conform punctului b) polinomul f = Za,,x" cu grad {<n-1

k=0

are n radicini distincte €. ., En] = =0=2a,=0, k=l,7 Ldp

4.
-alege X X208l (X, J Y cvvmmmnnmsasemans EP

min{,fx, ,Vx}-max{f(x),f(x, )} <
< max{,fx,, ,x}-min{f(x),f(x, )}

- face x— oo §i obfine
Vrmax{f(x),y} SVxmin{£ (0,3} = f(®) =) sl
- presupune prin reducere la absurd ¢ £:(0,c0)- (0,00) nu are
puncte fixe ............ anl
- considera functia f(x)-x, (V ) x>0 Daci f(x)>x (V ) x>0
observd conform ipotezei ¢i X,+1=f(X,)>Xp=="X,, Crescator si
nemdrginit superior. At.

'\/x_?; 1 ke _LO

gD

'U'xn "X kil < xn+k "X = < 4
. Kol '\[xn+1'+l
CONMPALICHIE couiimusimmmm i o s I e lp
- pentru f(x)-x<0, (V) x>0 analog ....ooovvviiiiiiiiiiininna, Ip

- deduce ci f are un punct fix, iar (x,) converge la acesta ...1p
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Clasa a X]I-a
I. = Fie A={0.l.a.b} corp > A*={l.ab}
grap MUBIPLICEEIV & oo s ion s Ip
Obgine a’=1 & (a-1)a™+a+1}=0 ......... JRUTRRI Ip

A nu are divizori ai luizero=> a#1 = a*+a+1=0 ....1p
& Fie A={0, l,a,b} inel = ecuatia x*+x+1=0 nu are ca

tAddcinipe O 5i 1 . g .2p
Daci a solutie = a(a+ )— -! Daca a= -1 = 0= -I absurd =
L T L T Ip
Deci a+i=b = abinversabile=> Acorp ............... Ip

I1. Fie Izom{Q)={f:Q—-Q / f izomorfism de grupuri}.
Daci f(1)=0 = f(2)=f1+f{1)=0 = fnu e injectivd, fals asadar

i 1 2 3 I - Ip
Aratd finnef(1), ¥YneN ... Ip
Aratd f(kKykef{1), Y keZ .. .ccoovvviniiiinns e Ip
Aratd Hos B3], P EED vovmmvvmsmmmssnmssga g v Ip
Araa (f o g)r) = flg(r))= 7(r- g())=r- 7 () £(1)

Y I, g € [Z0MQ) vonvoomvimananamsanssasemans Ip
Fie F:(Izom({Q),¢) -»(Q*,-) datd prin F({={1} ....coooeee Ip
Aratd F bijectivd = F tzomorfismul cerut ................. 1p
IIL

iz Ix
Fie [ = ff(x)cosxdx=sinx-f(x) ;- J‘f'(x)-sinxdx 2p
0 a

ir
Deduce I = (cosx)- f'(x)}i" - If”(x)-cosxdx .......... Ip
a2
in I
Deduce 7 = If"(x)a!x— J.f"(x)cosxdx ................... 2p
0 0
feonvexd = M (x)20,¥xe[0.27} - oveiiin Ip
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Cirting /= rlf‘_{"'(,\-}(l s Yl B U cvmensssensmnnannass Ip

N

IV. Fie fi{l.oo 1R, f(t):l—l— continud =

nt

F'(x)= 3{:—1 > 0, Vx e (1,90), F strict crescitoare deci F

nx

s
Firayz (x5-%)

rear

Srin — = -

:
] X" —x

ok ]
2 It Inx”

IR
: i g 4 ¢
Ohiime Fix= j —dn = Fix)<
u
In ¢

= lim F{x) =1n2 =T surjectivi

v 3|
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2ln:

g2 . j ~du=x"In2 .

Inx

.............................





