CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
-TRAIAN LALESCU”, 2005
Clasa a V-a

. Cate cifre are numarul 59 - 877

. Pentru m, n € N*, notam mxn = m".

a) Care este ultima cifrd a numarului 2 x 2005 — 2005 27
2x[2%(2%2)]
[(2%2) % 2] %2

b) Calculati

. Sa se determine numerele naturale z, y, z care verifica egalitatea

120 42ya)

V2 Y2ao)

. Pentru n € N* definim numéarul n! = 1-2-3.....n. Determinati numerele prime cu
proprietatea 77!+ 1 < p < 77!+ 77.
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Clasa a VI-a

. Sa se determine numerele intregi z, y, z stiind ca

. FienGN,p>2§imul’gimeaA:{— — =y

a)

b)

(x2+22)(y2+23)(22+24) :210.

1 23 n—1
) ) ) N
nnn n
Determinati cel mai mic numar natural n, pentru care A contine exact 6 fractii
ireductibile.

Aratati ca multimea A are intotdeauna un numar par de fractii ireductibile.

. Se considera triunghiul ABC cu AB < AC si punctele D € (AC), E € (AB) astfel incat
(AD) = (AB) si (AFE) = (AQ).

a)
b)

a)

b)

Demonstrati ca (BC) = (DE).

Fie M € (DE)si N € (BC) astfel ca <MAE = <NAC si BCNDE = {0}. Aratati
ca triunghiul OM N este isoscel.

Intr-un triunghi ABC, unghiurile sunt proportionale cu numerele 1, 2, 3. Demonstrati
ca triunghiul ABC' este dreptunghic.

Fie E un punct pe ipotenuza BC' a unui triunghi dreptunghic si F' si G simetricele
sale fata de catete. Demonstrati ca punctele ', A, G sunt coliniare.



Clasa a VII-a

. Fie ABCD un trapez isoscel cu bazele [AB] si [CD], iar O punctul de intersectie al
diagonalelor [AC] si [BD]. Daca M, N, P sunt mijloacele segmentelor [OA], [BC], [OD],
aratatl ca

AMNP este echilateral < AC = AB — DC.

. Varfurile unui poligon A; A, ... A, sunt colorate cu doua culori. Daca numarul laturilor
[A;Aiv1] (unde @ = 1,n si A,11 = Aj) care au capetele colorate identic este egal cu
numarul laturilor cu capetele colorate diferit, aratati ca n este multiplu de 4.

. Fie [AA’] si [BB’] bisectoare interioare in triunghiul ABC si M € [A’B’]. Aratati ca
distanta de la M la dreapta AB este egala cu suma distantelor de la M la dreptele AC
si BC.

1 o
. O fractie de forma —, cu n > 2, se numeste fractie egipteand.
n

a) Determinati cate o descompunere a numarului 1 in suma de 3, 4, respectiv 5 fractii
egiptene distincte.

b) Arétati cd orice numér rational pozitiv se poate scrie ca o suméa de fractii egiptene
distincte.



Clasa a VIII-a

. Sa se afle numerele naturale n astfel incat © —y € N, unde z, y € R cu proprietatea

=n’+nsiy’=n®>—n.

. Fie a, b, c € R diferite doua cate doua. Sa se arate cadaca are loc relatia

a n b n c
(b—c)3? (c—a)* (a—0)

atunci si

S =0.

. Sa se verifice inegalitatile:

a) [z —1|+z|+|z+1]>2,VzeR
b) ||+ |z —1|+ |z +2|+ |z — 3|+ -+ | +2004| + | — 2005| > 1003 - 2005, V = € R.

. In triunghiul echilateral ABC se considers mediana AA’, A’ € (BC). Si se afle multimea
punctelor M € (AA’) pentru care existd puncte E in spatiu cu proprietatile:

ME 1 (ABC), BE 1 EC si AE L EA'.

Calculati valorile posibile ale segmentului EM.



Clasa a XIl-a

1. Fie A un inel cu patru elemente. Demonstrati ca A este corp

daca si numai daca ecuatia x’+x+1=0 are o rddicina in A.
EX 2]

2. Sa se arate ca multimea izomorfismelor de la grupul (Q.+)
in el insusi impreund cu operatia de compunere formeazi grup

care este izomorf cu grupul (Q°, +).
Bk ok

3. Fie £:[0,27]-R o functie convexa. de doud ori derivabila
cu £ continud. Demonstrati inegalitatea:

jf(x) cosxdx > 0
’ ¥ ok e
4, Demostrati ¢i functia F:(1,00)=(In2,c0) definita prin:
F(x)= 1 4 este bijectivi.
- In¢
EX 3 ]
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Barem de corectare

Clasaa V-a
T_~21
1'8@‘2? 219 419 421 (19 42 (ip)
5 1—_35 =5".272=10"2 (3p)
107-2°=400...0 (Zp)
19 zerouri
finalizare -- numarul are 20 cifre (1p)
2 i. 2*2005-2005%2=27.2005" (1p)
u(2*%)=2 (Ip)
u(2005%=5 (1p)
finalizare u(2*%°-2005%)=7 (ip)
it. numaratorul 2 '® (1p
numitorul 2* (1p)
2]6
finalizare F =28 (ip)
3. Conditii de existenta: '
(1) y<z<y+2 = z=y+l (Ip)
(2x<y<xt+2 = y=x+I (1p)
Dsi@=  =xt2(% (1p)
(*)=> x2() =4z (1p)
deduce: x(x-4)=12 Zp)
finalizare: x=6, y=7, y=8 (1p)
4, p=T771+k
2=<k=<76 (Gp)
p=77"+tk=1-2-3-.,.-(k-1) -k-77+k
=k{1-2-3-...(k-1)(k+1)+1] Gp)

p compus = nu existd p numdr prim care satisface cerinta (1p)
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Clasa a VI-a 4.8)
1. %%:%:mzsﬁo- R T — 2
x.v,ze Z= VB0 0B s | TP et s
X40502 % IS §+24>24 ,ﬁj = a=30°, .bwé{) , c=90 s lp
2__ 2, 2 §_ 3 3 ‘___9 ............................................. ix h) &AEF lSDSCEl -3 (AB blseCtOEﬂ‘e
E:»I(x+2)() RO D BD et s e Ip M e Y LT S — ip
g 2 i AAEG isoscel = (AC bisectoare
2 192 3, ,2+ 33 i 4_q4 Ly 2.0.0) (2. 0.00 :
CATLLYHT 7T (%3, 2@ {20054 '.(.].’131 B TR I 3 Y —— Ip
CIL 2= BACY =907 2. XHy=90% i Ip
& +2°=0% P23 =0% 242%=2% 5 x=0; y*=8 nu convine; z=0 pi(< FAG) = 2x+ 2y = 2% m(< BAC) =180 =
ge B K0 oM osemmurmnersssms o S Ip

CIII:
XF 42202 3=, 242=2%s (x;v; e {(0,04);
R T —————— ip
2 H0bRHANITNRT  cone s s lp

Demonstreazii ¢l =7 .o 2p

bkt & ask)=]l  nsmmemmosmmmsassasssms 2p
. k n-k&
analizeazd cazul — = = 72K cnnavmaannind Ip
noon
k e g

— reductibild + finalizare ... Ip

2k
AN MIBC S NP sz 3p \
b)dina) ® < AED =< ACB . lp

AAME = AANC (LUL) = EM=NC ...cccccocvirirmniirrerarnns 1p {

< AEC =< ACE , AOEC isoscel = OC=0L............ Ip

= OM=ON=> AMON isoscel ....cooeiiniininiinnes Ip
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Clasa a YH-a

Problema |

[=] observicd MP = —;AD] p

deduce cd MN = NP = % BU sttt iBmmmsyrenanrard, B

deduce ca ABMC st ABPC sunt dreptunghice....................] p
deduce ci AAOB §i ACOD sunt echilaterale ............cc.... .} p
obfine ci AC=AB+DC... 5 s LD
[«=] deduce cd AAOB i ACOD sunt echllaterale S O
deduce ¢ ABMC si ABPC sunt dreptunghice........c.....oo 1 P

1
obfine ¢t MN = NP = 5 s BC=MP.oeeicscvivciiennn P
obtine ci AMNP este echilateral ... 1 P

Total 10p
Problema 2
. ip
Aratd cd n este par, n—2k W3p

Parcurgand laturile pohgonulm géseste ca numérul laturllor
cu capetele colorate diferit intre varfurile A;si A; este

par daca culoarea fui A; este culoarea lui A,

impar dacd culoarea lui A; nu este culoarealui A, ........... 3 p
deduce cd ik este par.......coicivvcncnenenrareerenn 2P

BEHHE AN Romemmamswansmpansrnsmmmman] D

Observid ci : d(A”, AB)=d(A’,AC), d(B’,AB)=d(B",BC)...1 p
Daci M, , M; , M, sunt proiectiile tui M pe BC, CA, AB,

A’y A’ ., proiectiile lui A’ pe AC, AB, B’, , B, proiectiile
i B” pe AC, AB ob;ine ¢ AB’Wb~QB’A’A’b §i

Total 10p

18

AAMM~AAB’B, . SSESTOTUTURRIORS & o
Ded éMMa 3 M'A‘ MM B LMB' T
ciuce ¢ B'B'a = A'B' A A' A'B' ....................
MA MFB
MM, + MM, = BB+ A4,
Obtine + T5 o
s M g s M G 29
A'B' A'B
M4’ MB' ;
Araticd MM = BB e LA 2p
4B A'B
Objineca MM, + MMy =MM....ooooin ip
Totali 10p
19




Problema 4

AT s B e s B s Ip
a) Gﬁse;‘.te]—nl—+—l-+l 1
5 £ T o P

1" 1

|
l=—+—+=+-— (saualta)....

2 3 7 42
1=-1-+i+l+l+—]—(saualta) 1
et e Vs T s P

.om 11
b) Sc:mev~=--+—+»....+l (e fractii} v Ip
i H R H
. . o] ]

si inlocuieste in caz de repetitie —cu + ... 4
P k1 T kkan P

FINALIZATE ...voveeveviieievececrer e eve v srcareenres Ip

Total 10p
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Clasa a VIIi-a

Subiectul 1

1 :Andlizeazd cazib 170 sspmsmpunpnmavarsvmssrs Ip
2. Arati cd x-y< 2.Prin reducere la absurd presupunem ca
Xy 2 ox= yH2enz 3y +6y+ <

< —6++/12n-12

ns= p s A e e
ety 1 ) e o ) Ot e S AP

4, Arattil ci inegalitatea

—6+12n~

(n-1)% £( P i Y nuare loc pentrunx 1 ..2p
Subiectul 2
1. Aduce la acelagi AUMIOL .o.cvviirrirnrnmnnneertsen s, Ip
2. Numdrétorii sunt egali cil O v lp
3. Inmulteste cu (@-bHB-CYE-a) wvorvervrriccrnirinsee e Ip
4. inmulteste cu 1 + : + O —— ip
a-b b-¢ c-a

5. FINAYZAIEA ..v.oerceercerreveniesiriemrarenrmssss s s eneenssasnisssssans 3p
Subiectul 3
i) Rezolva prin explicitarea modulului sau folosirea
proprietdtilor MOAUINTUL oo s 3p
if). Aratd ci pr = +pr + A+ 22741 i 2p

Finalizarea caleululul ....occoneoiiininenesi e 2p

2t




Subiectul 4

b BRI s commmmessass s a5 o R D A SO R Ip

2.0bserva [EA”] mediana in AECB  .......c.oocvvvnievcerreceenninns lp

3.Determind EA’:’% , EA= 5’—2‘/_5- .......................................... 2p

4. Determind £M = a66 si A'M =—C—%/E .............................. 2p

5 Specilich pozitErPURCIII cosmmavmmnnmnrmssmn ip
22

Clasa a IX-a

Problema 1.

Aratd c& NR =M+Q+?§ ..................................................... 4p
Objine NR*=MQ?+PSH2 MO PS ..oovrorererieneecerrencrireanns 2p
BIAIZAIE v i T e e e 3p
TOLAL eoviriiirren s arerrrarrs sresssaeseesesescenarns e e r e en s ens et anes 10p

Alege reperul (de exemplu B(0,0), A(0,1}, C(1,0), D(1.1)) 2p
Aratd prin inductie dupa n ¢l toate punctele multimii M, au

cel putin céte 0 coordonatl Pard ... S5p
Deduce ¢ DM, , (T NZT ccciiniiiianieevvens 2p
O] s cxvuicevmnomamas sssass sy vor s e O BRSNS SRR 10p
Problema 3.
STAEE 111 asmrnnss i A sy lp
OBSeVAEREINED v ommmsmammmmensnrsmissssxsnmass ip
Aratd- ol fIDE0 sonaanm s S e B s 2p
Aratd cd f(x)=g(x) si deduce ¢ f(x)zg(x). (V) xR ......... 2p
Observil cff £ este Imparicoveunnmssismpiamn aivms tp
Arati c& f(x+y)=f(x)+{y) i deduce ¢ f(x+v)=f0)+(y),
(IR YEIR. ... e S R ORI D 3p
"B s s s S RS 10p
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