MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

ROMANIA

CONCURSUL
DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"

- FACULTATEA
INSPECTORATUL SCOLAR ETAPA NATIONALA CONSTRUCTII DE MASINI

JUDETEAN IASI 12 mai 2018 SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Filiera Tehnologica : profilul Tehnic

Clasa a IX-a

Problema 1. a) Determinati numirul natural n e N*, stiind ¢ impartind 9917 la n® +n obtinem catul 28 si restul

cel mai mare posibil.
b) Dati doua exemple de numere rationale pozitive X, care sa nu fie numere naturale, astfel Tncat

sa fie numar natural.

2X—-3

Problema 2. Demonstrati urmitoarele inegalititi:
a) %+922, (V)a,be(0,0);
a

b) 22< a_b %a < % oricare ar fi cifrele nenule a si b. Tn ce caz avem egalitate?
a

Problema 3. Se considerd triunghiul AABC Tn care m(«£A)=90",m(<C)=30", punctul D este mijlocul

segmentului [BC], iar punctul E €(AC) astfel incat AC =3- AE . Sa se demonstreze ci:

a) AABD este echilateral;
b) BE L AD.

Problema 4. Se considerd un triunghi ABC avand medianele (AM ), (BN ) , (CP) . Sa se demonstreze Ca se poate
construi un triunghi cu vectorii :
a) m, ﬁ CP :
b) GA,GB, GC, unde {G}=AM NBNNCP.

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.
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Clasa a X-a
1 n
Problema 1. Se consideri dezvoltarea (xz —2—) ., x€(0,0), neN*.
- X
a) Determinati valoarea lui n, stiind ca suma coeficientilor primilor trei termeni ai dezvoltarii este cel mult

egala cu 4.
b) Pentru n =8, determinati termenul care-I contine pe x'°.

Problema 2. Dupi fiecare an de utilizare, pretul unui autoturism scade cu 10% din valoarea avuti la inceputul
anului.
a) Determinati pretul unui autoturism dupa trei ani de utilizare , stiind ca pretul de achizitie a fost de 10000
de euro.
b) Dupa cati ani autoturismul pierde cel putin 90% din valoarea initiala ? (Se poate folosi 193 =0,477)

Problema 3. Tntr-un sistem de axe de coordonate xOy se consider punctele A (n,1), B, (Ln) neN" si

multimea M ={A, A, A,,B,,B,} .

a) Cate drepte determind elementele multimii M ?
b) Cate triunghiuri determina elementele multimii M ?

c) Demonstrati ca punctele A, P,Q sunt coliniare, unde {P}=A,B,NAB, si Q este mijlocul segmentului

AB;.
Problema 4. Si se determine tg(x), stiind ca log, ?(sm x+cosx) |=log , (sinx)+log_, (cosx) , unde

ae(L), Xe(O,%j.

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.
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Clasa a XI -a

10 b 31
Problema 1. Fie matricele A= X = a ,C= din M, (R).
11 c d 5 3

a) Calculati C™.
b) Determinati matricea X € M, (R) daca CA= XC.

FACULTATEA
CONSTRUCTII DE MASINI
SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

c) Determinati matricea X",n e N\{0,1}, unde X este matricea determinata la punctul b).

Problema 2. Fie A BeM,(Q) cu AB=BA si det(A) =1.

a) Demonstrati ci A’—B®=(A-B)(A—¢B)(A—&°B) unde & este o ridicini cubici complexi de

ordinul trei a unitatii.

b) Considerand f(x) =det(A+xB)=ax>+bx+c, cu ab,ceQ si det(A-7B)=8, calculati

det(A3—B3).

Problema 3. Fie f:R >R, f(X) =x++x*+1.
a) Demonstrati ca f este strict crescatoare.
b) Demonstrati ca (x*+1) f "(X) f (X) = £ '(x),(V)x eR.

Problema 4. Fie f:R—R, f(x)=e> —x+a,ack
a) Calculati f'(x).
b) Determinati asimptotele la graficul functiei f
¢) Demonstrati ci f este bijectivi si aflati a stiind ca f '(-2) =1.

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.
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Clasa a XII -a

1 n

Problema 1. Fie In:.[ Zt dt,n>0.
t°+1

0
a) Calculati I,

1
2n-1

c) Demonstrati ca numarul A=1,+1,+1, +...+ |, este irational.

b) Demonstrati ca I, = -1, ,, (¥)neN,n=>2.

a 0 2
Problema 2. Se considerd multimea M =4 A| A= 0 a 0 ,a,b,ceZ, ,McM,(Z,),iar Z, :{(A),ZAL,Q,CA%}
2 0 a

a) Determinati numarul elementelor multimii M.
b) Demonstrati ¢4 oricare ar fi matricea Ae M, avem A’ =0, sau A =1,.

c) Cate matrice din M au proprietatea cd A’ = 1,.? Scrieti aceste matrice.

Problema 3. Fie f =X°-mX*+nX +5eQ[X].
a) Determinati m,n dacd x = —1leste radacina dubla.
b) Demonstrati ca, daca f admite radacina J/3 atunci f admite o radacind rationala. Determinati aceasta
radacina.
c) Fie f(-2), f(1) cu numere impare. Demonstrati ca f nu are radacini intregi.

Problema 4. Se considera functia f :[0,3] >R, f(x) = JX+86.
a) Calculati aria suprafetei cuprinsa intre graficul functiei f, axa (Ox) si dreptele de ecuatie X =0 si
X=3.
b) Determinati m > 0, astfel incat volumul corpului obtinut prin rotatia graficului functiei f(x+m) in

jurul axei (OX) s fie 2021” |

3
¢) Demonstrati ca sz f (x)dx < 27.
0

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.
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Clasa a IX-a

Problema 1. a) Determinati numirul natural ne N, stiind ci impartind 9917 la n® +n obtinem catul 28 si

restul cel mai mare posibil.
b) Dati doua exemple de numere rationale pozitive X, care sa nu fiec numere naturale, astfel Tncat

sa fie numar natural.

2x-3

BAREM DE CORECTURA

a) Conform Teoremei impartirii cu rest, cel mai mare rest ce poate fi obtinut este N> +n—1................. 1p
Inlocuind, obtinem 9917 = 28(n2 + n) N2 N =, 1p
SE ObtNE NP+ N =342 =0 .. o 1p
Tindnd cont cd Ne N, se 0btine N =18 ... ... .ot 1p
b) Consideram niste valori naturale aleatorii pentru 5 AN STRRUSUSRNS 1p
X —_
9 . X . 12 . X
De exemplu, pentru x==ec Q\N se obtine =3 sipentru Xx=—ecQ\N se obtine =4 ... 2p
5 2x—-3 7 2X—
NOTA: Orice alte exemple corecte se puncteazi conform baremului!
Problema 2. Demonstrati urmitoarele inegalititi:
a) 21252 (v)abe(0.0);
b a
b) 22< a +%a < % oricare ar fi cifrele nenule a si b. Tn ce caz avem egalitate?
a
BAREM DE CORECTURA
2 2
a) §+922©a+b > 1p
b a ab
Obtine (a—b)* >0,(V)a,be(0,0), cu egalitate PENtrU @ =b ............ccoceeriirieiiiiiieiieiae, 1p
b) Obtine 22+ 22 o0 B D 1p
a b b a

Prima inegalitate devine 22 <20+ % + 9, adevarata conform punctului anterior............................ 1p
a



A doua inegalitate devine 20+ E +— b < % 9a% —82ab+ 907 < 0..oviiniii e 1p
a

Obtine 9a” —82ab+9b* <0< (9a—b)(a—9b)<0.......... 1p

Deoarece a,b e {1, 2,..., 9} ,rezultd ca 9a—b>0sia—9b <0, egalitatea fiind adevarata pentru

ADE{19,91) ..ot o 1D

Problema 3. Se considera triunghiul AABC in care m(£A)=90",m(<C)=30", punctul D este mijlocul

segmentului [BC], iar punctul E e(AC) astfel incat AC =3- AE .. Si se demonstreze ca:

a) AABD este echilateral;
b) BE L AD.

BAREM DE CORECTURA

B
a) Deoarece [AD] este mediana in triunghiul dreptunghic
ABC ,rezulta caAD=CD =BD ..o, 1p
5 In triunghiul ADB avem : DA=DB si m(«£B)=60", deci
AABD este echilateral...........ccooceveriiiiiiiiiiiiiceeee 2p
b) Fie {F}=BENAD . Aplicand teorema lui Menelaus in
AADC cu transversala E-F-B , rezulta
- “ DF AE CB
2D
FA CE DB
Deoarece E:1 C—_2 rezultacd AF = DF ... e AP
CE 2 DB
Deoarece AABD este echilateral, iar F este mijlocul [AD] , rezulti cd BE L AD ............cccocemvrrvecneen 1P

Problema 4. Se considera un triunghi ABC avand medianele (AM ), (BN),(CP). Sa se demonstreze ca se
poate construi un triunghi cu vectorii :
a) AM, BN, CP;
b) GA,GB, GC,unde {G}=AMNBNNCP.

BAREM DE CORECTURA

A

a)Obtlnemcam+m+@—AB;AC BA+BC CA+CB 63p

2 2
o 3o 8oz 3 oo o o
( )

b) Deoarece GA+GB+GC = _E AM _E BN _ECP = _E AM + BN +CP ) =0, rezulta ca se poate construi un

triunghi cu vectorii GA,GB, GC oo s e e renn 3p
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Clasa a X-a

2-X

a) Determinati valorile lui n, stiind ca suma coeficientilor primilor trei termeni ai dezvoltarii este cel mult
egald cu 4.

Problema 1. Se consideri dezvoltarea (xz —ij ., x€(0,0), neN*.

b) Pentru n =8, determinati termenul care-1 contine pe x'°.

BAREM DE CORECTURA
., Ct ¢
Q) ObINE € — i 4 i S e 1p
2 4
DEAUCE N —BN =24 < 0., 1p
Deoarece neN,n>2 obtine Ne€{2,3,4,..,8} ... 2p

(1)
b) Obtine Tk+1 = C; xe2. ﬂ ........................................................................................ 1p

Din conditia x**** = x™°, obtine k =2
Finalizare: T,=CZ-x'°-27 =7x" este termenul cautat

Problema 2. Dupi fiecare an de utilizare, pretul unui autoturism scade cu 10% din valoarea avuta la inceputul
acelui an.

a) Determinati pretul unui autoturism dupa trei ani de utilizare , stiind ca pretul de achizitie a fost de 10000
de euro.

b) Dupa cati ani autoturismul pierde cel putin 90% din valoarea initiala? (Se poate folosi 193 =0,477)

BAREM DE CORECTURA

a) Fie P pretul initial si P, -pretul dupa 1 ani de utilizare.
B =0,9-P=9000 euro

............................................................................................. 1p
P, =0,9:B =8100 BUIO.....cueniiititi e 1p
Py =0,9-P, =7290 BUIO..... .o 1p
b) Dupa n ani de utilizare, pretul va deveni P, :(%j P 1p
Este necesar ca P, < P (2 1p
10 10 10
1000

Logaritmand, vom obtine n(2lg3-1)<-l<n> QB 1p



Deoarece n e N, rezulta ca dupa cel putin 22 de ani pierde cel putin 90% din valoarea initiala.......... 1p

Problema 3. Tntr-un sistem de axe de coordonate xOy se considerd punctele A (n,1), B,(Ln) neN" si
multimea M ={A1,A2,A3,BZ,BB}.

a) Cate drepte determina elementele multimii M ?
b) Cate triunghiuri determina elementele multimii M ?

c) Demonstrai ca punctele A,P,Q sunt coliniare, unde {P} = A,B, N AB, si Q este mijlocul lui [AB,].

BAREM DE CORECTURA

a) Prin punctele multimii treC 6 dIePLe ........ovirinrie ittt et e sneenne e 2

(AA,AB,,B,A, B,A,B.A  BA)
b) Elementele multimii M determina 8 triunghiuri , si anume: AB,AA,,AB,AA,, AB,AA,,

ABAA, . ABAA, ABAA , AABBL AABB, oo oo oo 2D
C) OBENE Q(2,2) i, 1p

33
Deoarece m,, =m,, =1,rezulta ca punctele A,P,Q suntcoliniare.......................i 1p

Obtine (A,B;):2x+y—-5=0 si (AB,):Xx+2y—-5=0si, de aici, P(ﬁéjlp

Problema 4. Si se determine tg(x), stiind ci Iog{%(sin x+cosx)}=loga12 (sinx)+log,, (cosx) , unde

T
1,00), 0,— 1.
ae( oo) xe( 4]
BAREM DE CORECTURA
log, (sin x-cos x)

Obtine Iog{%(sin X+ COS x)}: > 2P
Obtine 2-SiN* X —=5SINX-COS X+ 2C08” X =0 ....uueiee e, 2p
Deoarece cos X = 0,se obtine, prin impartire, 20g°X —5t0 X4+2 =0 .. ...ooeieeeeieee oo 1p

Obtine tg Xe{%,Z} PP PO PPTPUTPTUTPRPRPPOPONI A ¢

Deoarece x e(o,%), rezultd ca tg X <1, deci tg x= % et e et et e eeeseeeesseesseseenseenseseessees LD

SAU

Iog{g(sin x+cosx)}:%loga(sin X-COS X ) covvuvriesissinississ st 2p

2
Obtinem: {g(sin x+cosx)} S SIM X COS X cuvvrrireceeeeteteseestete et et ee st ae et ee e e ettt s s et et et esenssa ettt en s e et s s s e, 1p
sinx-cosx:3:>sin2x:ﬂ ................................................................................................................................. 1p
5 5

2tg>2< :ﬂ:tgzx—Stgx+2:O ........................................................................................................................ 1p
1+tg°x 5
Rezulta tg x e{%,Z} ............................................................................................................................................ 1p

I
[
©

Deoarece x e (0%] ,rezultd ca tg x <1,deci tg x = ; .........................................................................................
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Clasa a Xl —a

Problema 1. Fie matricele A = (1 0),X = (a b),c = (3 1) din M, (R).

11 c d 5 3
a) Calculati C™1.
b) Determinati matricea X € M, (R) daca CA = XC.
€) Determinati matricea X”, n € N — {0,1}, unde X este matricea determinata la punctul b).

BAREM DE CORECTURA

a) detC=4=>(E|)C‘1,Ct=(i g),c*=(_35 _31),c-1=§(3 D) s 2D

o ca=(3 3G 1)=(5 3)

_(a by(/3 1y _(3a+5b a+3b
XC_(c )( 3)_(3c+5d c+3d)
( (a=1
3a+5b=4 b 1
a+3b=1 — _1(7 -1
CA=XCo s T g = s 2X=1(5 ) e 2D
c+3d=3 4
d=z
7 -1
X:CAC’lzl ..................................................................................................................... 2p
419 1
€) Se demonstreaza prin inductie matematica:
a_ (1 0
A —(n 1) ettt eeeeeeeeeeeeeiieeeneeaeeee e esieeessseeessseesssseesssseessnenneennss 1]
Finalizare

N = (CAC™Y) - (CAC™Y) - (CAC™Y) - ...- (CAC™) = (CA%C™Y) - (CAC™Y) - ...- (CAC™) =

= (CABCT™) ((CACT™) = CAPCTE e 1p
n_1/3n+4 —n
X —4( 9n _3n+4) ........................................................................................ 1p

Problema 2. Fie A,B € M,(Q) cu AB=BA si det(A) = 1.
a) Demonstrati ca A3 —B3 = (A—B)(A—¢B) - (A—¢?B) unde ¢ este o radacina cubica complexa de
ordinul trei a unitatii.
b) Considerand f(x) = det(A + xB) = ax? + bx + ¢,CU a,b, c € Q si det(A —+/7B) = 8, calculati
det(A3 — B3).

BAREM DE CORECTURA



a) Verificare directa.

Se tine seama de ipoteza side faptul cd €3 = 15i€2 +e4+1=0, €EC. ....oocivriirimiiimiiieiiieeeeeeeeeen 2P

£(0) = det(A)

b) Avem f(0) = ¢ Sc=1f(x)=ax?+bx+1 . 2P
det(A) =1

Dinf(—V7)=8=7a—V7b+1=8=7a—-7—-+7b=0, abeQ.

:>{§_O:f(x)—x e i E ST 1p

Finalizare

det(A® — B3) = det(A — B) det(A — eB) det(A — €2B) = f(—1)f(—e)f(—e?) = 2(e2 + D(e* + 1) =

202 + 1)(E+ 1) = 2(—€)(—€2) = 263 = 2. it 2p

Problema 3. Fie f:R - R, f(x) = x + VxZ + 1.
a) Demonstrati ca f este strict crescatoare.
b) Demonstrati cd (x% + 1)f"(x)f(x) = f'(x),(¥V)x ER

BAREM DE CORECTURA

, x
a) f =1+ e L L LR L PR R PR LR PR PPRSIPRRRLES 1p

, VxZ+1+x >
f'(x) = === > 0, deoarece Vx 13 VA2 =[] = X, 2p

! VX2 H1—==f (x)
VaZ+1+x _ fx) " VxZ+1

b) f'(x) = \/x2+1 = i = f"(x) = L e 1p
Obtinem cd (x2 + 1)f"(x) = f'(x)VxZ + 1 — xf’(x) ............................................................. 1p
Relatie echivalentd cu (x? + 1)f"(x) = f'(x) - I'® de unde rezulta concluzia.........ooo..... 2p

x+\/x2+1 fx)'

Problema 4. Fie f:R-> R, f(x) =e > —x+a,a €R.
a) Calculati f'(x).
b) Determinati asimptotele la graficul functiei f.
c) Demonstrati ca f este bijectiva si aflati a stiind ca f~1(-2) = 1.

BAREM DE CORECTURA

Q) fI(X) = =27 — 1, (V)X E R oo, 1p
b) lim f(x) = —, lir_n f(x) = o, deci f nu admite asimptote orizontale ....................ccooennnn 2p
my; = lim —= @ _ 4
X—oo X

n, = )ll_)rg(f(x) +x) = ii_{g(e_zx +a)=a

y = —x + a asimptota oblica spre oo la graficul functiei............cooeviiiiiiiiiiiiii e 1p
m, = lim = —oo , deci nu exista asimptotd oblicd spre —oo. ..........c.ceiiiiiiiien 1P
X—-—00 X
c)
X —00
(0]
f'(x)
f(x) ) N N N NN —o0

f(R) = R = f surjectiva.
f strict descrescatoare, deci injectiva si deci f bijectiva.
Din—2=f(1)© —2=e2—1+a=>a=—1—€ 2 ittt 2P

Nota:Orice altd rezolvare corectd va fi punctatda conform baremului.
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Clasaa XII -a
Problema 1.
1 n
Fie I, :I 2t dt,n>0.
o1 +1
a) Calculati I,
. 1
b) Demonstrati ca I, = 1 l,, ., (V)neN,n>2.
n —
c) Demonstrati ca numarul A=1,+1,+1, +...+ |, este irational.
BAREM DE CORECTURA
1 3 1
t t 11
a) I, = dt=||t- A== = AN 2 e 2
) b -([t2+1 -([( t2+1j 2 2 P
b) I, +1 lwdt 1t2” T (V)neN,n>2 2
+ = =t At =———, (V)N EN, N2 2. (e
oo ! t?+1 ! 2n—1 P
C) A=lg+(1+1,)+(1g+1g) et (Tags + Laggg ) Seeereemmmimmiineiineieressiessss s 2p
=Z+1+l+l+...+ : E RN s 1p
4 3 5 2019
Problema 2.
a 0 2b _ L
Se considera multimeaM ={A|A=|0 a 0 |,abc€Zy},McM;3(Z),larZ,={0,1,2,3}.
2c 0 a
a) Determinati numarul elementelor multimii M.
b) Demonstrati ca oricare ar fi matricea A € M , avem A% = 05 sau A% = 1.
c) Cate matrice din M au proprietatea ca A% = 13? Scrieti aceste matrice.
BAREM DE CORECTURA
a) a€{0,1,2,3},2b€e{0,2},2ce{0,2}
Vorfi4-2-2=16¢elemente distinCte TN M...... ..o e 2p
a 0 2b\/a 0 2b a> 0 0 L
b) A2=A-A=(0 a 0[O0 a 0|=(0 a%2 0 ),a2€{0,1} .o, 1p
2c 0 a/\2c 0 a 0 0 a
Dacda €{0,2} 2 a% =0 = A% = 03 .eeevuumiiiiii e, 1p

Dacaa € {1,3} 282 =1 2 A% = I3 oottt e, 1p



A~

c) a€{1,3},2be{0,2}, 2c € {0,2}, deci 8 matrice au proprietatea Cerutd. .................cecoevveneeeeeenn... 1p
FINALIZATC. . .o e e e e e 1p

Problema 3.
Fie f = X3 —mX? + nX + 5 € Q[X].
a) Determinati m,n daca x = —1 este radacina dubla.
b) Demonstrati cd, daca f admite ridicina v/3, atunci f admite o ridicina rationald. Determinati aceasta
radacina.
c) Fiem,n € Z cu f(—2); f(1) numere impare. Demonstrati ca f nu are radacini intregi.

BAREM DE CORECTURA

Q) [ =3x2=2mx 4N, [ SO = 2M e LD
f(-)=0em+n=4
f'(-1)=0e2m+n=-3
f'-D+0emem=+-3
Obtinem m = —7,1 = 11 ..ottt e L
b) f € Q[X] = fadmite si pe —V3 ca ridicina.

DINV3 4+ (—V3) 4 x3 =M= X3 TME Q ceirviiiiiiiiieeiii et 1p
x% — 3 divide pe f, deci restul impartirii lui f la (x? — 3) este 0, deci (n + 3)x + 5 — 3m = 0, rezulta
= =3,m =200CH X3 =2 € Q .oooiiii e 1p

€) Presupunem ca avem o radacind intreaga k € Z.
Rezultd (f(—2) — f(k)) : (-2 — k) & f(=2) i (-2 —k);.
f(—2) este numar impar, deci k impar (3) . TR PP PP OPRPRPRPI o
FO-fR):A-k) e f):A-k); f(1) este numar impar, de01 k par (4)
Din (3) si (4) obtinem o contradictie.
Prin urmare f nu are radacini INtregi. .........oeeuieiiiiiiiiiiie e LD

Problema 4.
Se considera functia £:[0,3] > R, f(x) =Vx + 6.
a) Calculati aria suprafetei cuprinsa intre graficul functiei f, axa (Ox) si dreptele de ecuatie x = 0 si
x = 3.
b) Determinati m > 0 astfel incat volumul corpului obtinut prin rotatia graficului functiei f(x + m) in
jurul axei (Ox) sa fie 221% |

c) Demonstrati ca fo xzf(x)dx < 27.
BAREM DE CORECTURA

a) AvemA = f03 Vx + 6 dx
Vitb6=t=>x+6=t>ex=1t>—-6,dx = 2tdt
X =02t =60 =33 =3 i e AP

3 .5 e3)3
A=2[7t dt=2—| S A8 = AVE e D

b) Avem ecuatlanf (x+6+m)de =22

Ap
FINAlIZare 111 = 334 o ————— 1p
C) AVeM V6 < f(x) <32 V6x2 S x2f(X) S 3X% i AP
Integram pe [0, 3] si obtinem
\/5f03x2dxsf03x2f(x)dxs3f03x2dx e 2 AP

FINalizare ... e ——————————— 1p



