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ClasaaIX -a

Problema 1.
Numerele reale x si y verificd ecuatia x* +y> —2x+6y+5=0. Se cere:
a) Determinati aceste numere in conditia suplimentara 2x+y=4.

b) Notand 2x+y=m, me R, ardtati cd me [—6; 4] .

¢) Determinati multimea M ={(x; y)/ x,yeZ; x2+y2—2x+6y+5=0}

Problema 2.
Consideram sirurul (a,) _ definit prin ¢ =11, a,=17 si a,,=2a,,-a,+2, (V)ne N*, respectiv sirul
(b,),., - definit prin b, =a,,, —a,, (V)ne N*.

n

a) Aritati casirul (b,) _ este progresie aritmetica.

n

b) Determinati expresia termenului general al sirului (b, )n>1 .

¢) Demonstrati cd a, =n*+3n+7, ne N*,

d) Determinati ne N* pentru care a, este patrat perfect.

Problema 3.
Fie ABCDEF un hexagon regulat si punctele M € (AC), N € (CE) incdtt —=——=k

a) Demonstrati ca CE=-2AB+BC.
b) Exprimati vectorii BM si BN in functie de AB, BC si k.
¢) Determinati valoarea k, pentru care punctele B, M si N sunt coliniare.

Problema 4.
Cercetdri experimentale au ardtat ca solubilitatea Tn apa unei anumite cantitati dintr-o anumita substanta S este
dependentd de volumul de apd, masurat in litri si de teperatura apei, masurata in grade Celsius.

S-a stabilit ca solubilitatea se exprima printr-o lege de forma 7' (t) =t’+a-t+b,cu a,be R site [0;8] , unde
rezultatul reprezintd numarul de minute necesar dizolvarii complete a 25 grame din substanta S intr-un litru de
apa aflatd la temperatura 7. Cunoscand T'(3) =6 si T(5)=14, raspundeti la urmatoarele cerinte:

a) Justificaticd a=—4 si b=9.

b) Determinati care este cea mai mica si care este cea mai mare valoare a solubilitdtii substantei S .

¢) Aflati pentru ce valori ¢ ale temperaturii apei, substanta S are solubilitatea 7' (1) 2 6.

d) Determinati daca exista temperaturi diferite la care solubilitatea substantei S este aceeasi.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.



MINISTERUL EDUCATIEL NATIONALE

CONCUR§UL 5
DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
INSPECTORATUL SCOLAR ETAPA NATIONALA (tOngﬁgg]flTﬁ)gE?mSINl
JUDETEAN IASI 12 mai 2018 SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului

Clasaa X -a

Problema 1.
Demonstrati urmatoarele inegalitati:

a) JV21-+20 <\v20-+/19 .

b) (3—2ﬁ)l_ﬁ>1.

¢) sin(1)>cos*(1).
Problema 2.

Fie z, si z, numere complexe distincte si astfel Tncat |z1| :|z2| :|z1 +z2|.

a)

Aratati ca z; si z, sunt ambele nenule.

< )

. . . . - Z 9 1
b) Demonstrati ca partea reald a numarului A , notata Re (—lj , este egald cu —5 .

¢)

d)

3
.z
Demonstrati ca (—lj eR.
2

Determinati rezultatul sumei S =z, + 77" - 2, + 77"z +. 4 20 2" + 2, 2 + 2,70

Problema 3.
Se considerd a, be (0; +o0)\{1}, a>b si A=log,(a—b), B=log,(a—b).

a)
b)

Demonstrati ci are loc implicatia ”daci a® +b”> =3ab, atunci A+B=2AB".
Stabiliti daca reciproca, "daca A+ B =2AB, atunci a’+b* =3ab”, este si ea adevarata.

Problema 4.
Un joc de calculator afiseaza pe monitor multimea de numere M :{1; 2:3; ...;100} si la fiecare tastare a unui

numdr ke N*, £ <100, dintre cele 100 numere ale multimii M , exact k dintre ele, alese la intdmplare de
programul jocului, vor incepe sa clipeasca iar clipirea va continua pana la urmatoarea tastare. Spre exemplu, daca
se tasteazd k =9, pe monitor va apare un grup de 9 numere care clipesc iar daca apoi se tasteazd k =92 cele 9
numere se vor opri din clipit si pe monitor va apare un grup de 92 numere care clipesc.

a)

b)

d)

Aratati ca de fiecare data cand se tasteaza k =68, printre cele 68 de numere care vor clipi, cel putin trei
vor fi consecutive.

Demonstrati cd la o tastare k =67 dacd pe monitor clipesc numerele n, <n, <...<n,<n,, <n,,

<..<ng
si pentru un caz 1<i<65 se observa n,,, —n, =2, atunci printre cele 67 numere care clipesc, cel putin

trei sunt consecutive.
Aratati ca este posibila o tastare k =67, la care printre cele 67 numere care clipesc sd nu se gaseasca trei
numere consecutive.
Daca la o tastare k =67 pe monitor clipesc numerele n, <n, <...<ng <n,, cu ny, =98 si fard a contine

trel numere consecutive, determinati celelalte numere care clipesc.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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Clasa a XI -a
Problema 1.
Se considera functia f:R\{-L1} >R, f(x)= x2x3 T
a) Aratati ci ecuatia f (x)=2018 are toate solutiile reale.

b) Demonstrati cd f (x)> 4ot 16

, pentru orice x din intervalul (I; +o0).

¢) Dacd g:(I;+0) >R este o functie Incit 4x+16<9g(x)<9f (x), (V) x>1, demonstrati ci g este

continud in x, =2.

Problema 2.
2

3
Fie in M, (R) matricea A:( 1] si multimea G ={aA+bl,/a,be Q}.

a) Ardtaticda A°—A+1,=0,.
b) Calculati A™'®.
¢) Daca Be M,(Q) si AB=BA, aritati cd BeG.

d) Demonstrati cd singura matrice neinversabila din multimea G este matricea nula.

Problema 3.
bc a 1
Fie a, b, ¢ numere reale distincte si matricea A={ca b 1].
ab ¢ 1

a) Aratati cd det A=(c—b)(c—a)(a-b).
b) Demonstrati ci A este matrice inversabili si calculati suma elementelor matricei A" .
¢) Dacd a, b, c sunt numere naturale distincte, considerdnd punctele M (a;bc), N(bjca), P(c;ab)

si S(MNP) aria triunghiului MNP , demonstrati cd S (MNP)>1.

Problema 4.
Un utilaj al unei fabrici de ambalaje confectioneaza in mod automat cutii din carton de forma unor paralelipipede
dreptunghice, cu dimensiuni si capacitati alese dupa dorinta clientului. Determinati cele trei dimensiuni ale unor
astfel de cutii, confectionate la comanda clientului, in fiecare din urmatoarele situatii:
a) Dimensiunile cutiei, masurate Tn decimetri, sunt In progresie geometrica cu ratia 2 si cutia astfel
confectionata are capacitatea de 8 litri.
b) Dimensiunile cutiei, masurate In decimetri, sunt in progresie aritmetica cu ratia 2 si cutia astfel
confectionata are capacitatea de 480 litri.
¢) Dimensiunile cutiei, masurate in decimetri, sunt astfel alese Tncat cutia sa aiba capacitatea de 27 litri si
pret minim, stiind ca pretul unei cutii este direct proportional cu aria suprafetei ei totale.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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Problema 1.

Consideram functia f:|-2:Z | >R, f(x)zcosx.
2 2 1+¢€"

a) Aratati ca toate primitivele functiei f sunt crescatoare pe {

)

N N'*‘

j

f(x)dx d)Demonstrati: I f(x)dx=1 e) Calculati: I ———dx

x Fire)

2 2

b) Demonstrati cd f (x)+ f (—x)=cosx, pentru orice xe [

N|§

T

— | N

2
¢) Verificati: | f (-x)dx=

2

Problema 2.
Fie a,be R, a<c si be R, b>a. Pe multimea G(u; =(a;b) consideram legea de compozitie notatd “o” si

DN
3
p—
+
Q

definita prin xoy=(x—a)(y-a)+c, (V)x,ye G,

2 ”

a) Aratati ca este asociativa dacd si numai dacd a=c.

b) Demonstrati ca structura (G(a;b);o) este grup daca si numai dacd a=c $i b=+oco.

¢) In cazul a=c si b=+oo, grupurile (G(a;b);o) le notam (G, ;o). Demonstrati cd (G,;) sunt izomorfe.

Problema 3.

Fie polinomul f e ]R[X] , f= X’ -2X*+X-1 si radacinile sale x,, x,, x;.
o o : . I 1 1

a) Aratati ca x;, x,, x; sunt nenule si calculati suma —+—+—.

Y N X
b) Demonstrati ca f are exact o singura radacind reala.

c¢) Dacd x, este raddcina reald a polinomului f, ardtati ca |x2| = |x3| < |xl|.

Problema 4.
x, dacaxe [O; 1]

Pe o reprezentare topograficd, graficul functiei f :[0; 2] >R, f(x)=11 , axa Ox si dreptele
—, dacaxe (1; 2]

de ecuatii x=0 si x=2 delimiteazd pe un reper cartezian ortogonal xOy o suprafatd de teren, numerele
reprezentdnd, pe harta, sute de metri. Urmare a unei succesiuni, suprafata de teren s-a impartit in mod egal la doi
mostenitori. Aceasta s-a realizat prin construirea unui gard interior, dupa o dreapta de ecuatie x=a, cu ae [0; 2],

care a impartit suprafata in doud suprafete de arii egale.

Lo . . T PO .
a) Demonstrati cd aria suprafetei este egala cu 3 si exprimati in hectare aceasta arie.

b) Demonstrati cd a€ (0;1) si determinati numarul a€ (0;1) cu proprietatea enuntata.

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Problema 1.
Numerele realex si y verifici ecuaia x* + y* —2x+ 6y + 5= 0. Se cere:
a) Determinai aceste numere in conidi suplimentatr 2x+y=4.

b) Notand X+y=m, mOR, astati ci mO[-6;4].
c) Determinai multimea M :{(x; y)/ X, yOZ; x* +y?=2x+6y+ 5= (}

SOLUTIE:
4+ y?—2x+6y+ 5= 2 —Bx+9=

A U L 1p
2x+y=4 y=4-2X
Sl ) Tt it ——— e e e e e et et e e ettt e e e e e e eaaaeeeee et et ettt br e e e eaaaeeeees 1p

b) 2x+y=m = y=m-2x = x*+y?-2x+6y+ 5= 0devine5x’ - 2( 2m+ 7)x+(m2+ én+ Q: 0
Y IRE V= L[ D I AN O PP 1p
DarA=20 - 4(—m2—2m+24)2 0 1p
FINAIZAr@MO[=6;4] .....vuieeiiieecireciee e 1p

c) Conform cu b), din conda cerus 2x+y=m0Z = m0[-6;4NZ
si ecuaia 5x* - 2(2m+ 7)x+(m’ + @n+ § = Oare adacini x, ,1Z, deci areA patrat perfect,
A=4(m+6)(4-m), = mO{-6;-5- 4;-1;2;3;4, din care

(V) O{(-L-9):(0-9{-L-2 (0= (3 I( 2 N( 3 RE 2 )3 o 2p

Soluie alternati:

X2 +y?=2x+6y+5=( o (x-1)"+(y+3) =% < sau
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Problema 2.
Considetim sirurul (a,)  definit prin a =11, a,=17 si a,,=2a,,~-a,+2, (J)nON*, respectivsirul
(b,) .. definitprinb, =a,, -a,, (O)nON*.
a) Aritati casirul (b,)  este progresie aritmetic
b) Determinai expresia termenului generalsatului (b,)
c) Demonstrd ci a, =n”*+3n+7, nON*,
d) Determinai nON* pentru caren, este ptrat perfect.

SOLUTIE:
a) b.,-b =(a..-a.)-(a.-a)=(a..-a +2)-(a.,~a) =2, (0)nON*,
deci (b, ) ., este progresie aritmelicle raie 1 =2 .........cccoccooriiiiirinic s 1p
SIPMAM TEIMEND, T 6 ..o e e e e e e e e e e e e e e e e e e ennes 1p
b) b,=h +(n=1)r=..= N+ 4 (O)NON¥ Lo 1p

=]
|
=

c) b=a,-a=2n+4 = b+b,+..+b_ =a -a,=)> (Z+4), urmand reducere telescapic

k=1
$i SUME GaUSAIN CArEA, =N 3N+ 7 .oiueiie i eieee ettt ee et e st s te e e saeareeeeseeeneeseeeneenes 3p
d) n*+3n+7=k’ kON* = n’+3n+(7-k*)=0= A=..=4*-19=p* =
= (2k-p)(2k+p)=19,dincarek =5, P=9 = N=3 ..o, 1p

Soluie alternativ:
, 2 3 19_, 2 2_
n’+3n+7=k* = n+E _Z_k = (2n+3)" - (x)" =19 =

, n=3.(1p)

= (2n+3-X)( 2+ 3+ X)= 19din care{2n+3_2(:1 {n—k:—l

on+3+K=1¢  |n+k=8
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Problema 3.
: ~ ~.,AM _CN
Fie ABCDEF un hexagon regulat puncteleM O(AC), N O(CE) mcatE:E: K
a) Demonstra ci CE = -2AB + BC.
b) Exprimai vectorii BM si BN in funaie de AB, BC si k.
c) Determinai valoareak , pentru care punctelB, M si N sunt coliniare.
SOLUTIE:
A F
B M E
N
C D
@) CE=CF +FE =2BA+BC = =2AB+BC ....ccoiveeieeeeeieeeieeeeeee oottt venenen e 2p
b) AM =k[AC, BM =BA+AM =..= (K= [AB+KIBC ..eovvrerrreerrrrrrrenneeerernesnneeeseeens 2p
CN =K[CE, BN=BC+CN =...= =K [AB+(K+ ) [BC ...oevovrrrrrrrrrrirrerirnrerierennicnnenes 1p

c) B, M, N suntcoliniare-= BM si BN sunt coliniari, decik—_lzL = kz? ....... 2p



P\
(‘(:' MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

ROMANIA
CONCURSUL

DE MATEMATIC A APLICAT A
"ADOLF HAIMOVICI"

. FACULTATEA
INSPECTORATUL SCOLAR ETAPA NATIONAL A CONSTRUCTII DE MASINI
JUDETEAN TASI 12 mai 2018 ST MANAGEMENT INDUSTRIAL

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului
ClasaalX-a

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Problema 4.
Cerceiiri experimentale au atat ca solubilitatea Tn apunei anumite cantiti dintr-o anumii substata S este
dependeritde volumul de ap masurat in litrisi de teperatura apei,asurati in grade Celsius.

S-a stabilit & solubilitatea se exprifrprintr-o lege de form&@ (t) =t’+al+b,cuapOR si tD[O;8] , unde
rezultatul reprezidtnumirul de minute necesar dizalwi complete a 25 grame din subsi@i® intr-un litru de
api aflati la temperaturd. Cunoscand (3) =6 si T(5) =14, rispundé la urmitoarele cerite:

a) Justificaica a=-4 si b=9.
b) Determina care este cea mai niigi care este cea mai mare valoare a solabilgubstarnei S.
c) Aflati pentru ce valort ale temperaturii apei, substars are solubilitated (t) = 6.

d) Determinai daci exisé temperaturi diferite la care solubilitatea substa este aceaa

SOLUTIE:
a) T(3)=6, T(5)=14, = @==4, D=9 .o 2p

b) T(t)=t>-4t+9, tO[0;8], T este descresare pet[0;2] si cresdtoare pet[2;8],
cu valoare minif T (2) = 5 si valoare maxim T (8) = 41 .......cccccovviiiiriiieiieeeccceeeene 2p

c) T(t)=6 = t°-4t+3=0,cut0[0;8] = tO[0;QU[3g oo, 2p

d) T(t)=t?-4t+9=(t—-2)"+5 = spre exempluT (1) =T (3) soverrrrrrrrrrerrerneereeeeeenns 1p
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Problema 1.
Demonstrati urmatoarele inegalitati:

a) JN21-+20 <20 -+/19 .
1-V2
b) (3—2&) >1.

¢) sin(1)>cos*(1).

SOLUTIE:
a) WE—J%<J@—JE e V21-v20<v20-119 & V19+421 <2420 ... Ip
S V1921 <20 © 399 K400 .oiiiiiieeeeiee ettt eaean Ip
b) 3=2v2€ (0:1), 1=2V2 <O ooooooeeeeeeeeoeeee e Ip
1-V2
N e Ip
T . . . . 9 V4 .
c) 1>Z si functia ”sin” fiind crescatoare pe [0;5} = s1n1>7 ........................................... Ip
. .. 9 V4 2 . 2
Functia ”cos” fiind descrescatoare pe 0;5 = cosl<7, s1n1>7>cosl ................... Ip
COST>COS™ 1 => SINT> COS™ L vt n e eeaeen Ip

Problema 2.
Fie z, si z, numere complexe distincte si astfel incat |z1| =|zz| =|z1 +z2|.

a) Aratati ca z; §i z, sunt ambele nenule.

. . 5 . Z 5 Z . 1
b) Demonstrati ca partea reald a numarului —-, notatd Re (—J , este egald cu _E .
< %

3
¢) Demonstrati ca (ij eR.
2

2016 2017

2018 2017 2016 2 2 2018
+7 Lty Ltttz 307 vz .

d) Determinati rezultatul sumei S = z,

SOLUTIE:
a) Fie 7y #2z,,cu |z1|:|z2 , 3, =0 = z,=0, contradictie, deci z; si z, sunt ambele nenule. ..... Ip
b) Notand ?z Z,avem |z1| =|z2| =|z1 +z2| = |z| =1= |z+1| ........................................................ Ip

2



. 2 1 Z 1
z=a+bi,a,hbeR = a’=(a+1) = a=—= = Re| L |=——= s 2p
2 2, 2
1,.+~3
c) z=—511-7 2 20T LE R e 2p
d) S:Z12018+Z12017 'Zz+Z12016'Z§+---+Z12'Z22016+Z1'Z§017+Z22018 :Z§OIS(Z2018+22017+---+Z+1):
20 1 (Z3 )673 -1
=2, =2, 0 e Ip
z—1 z—1

Problema 3.
Se considerd a, be (0; +)\{1}, a>b si A=log,(a-b), B=log, (a—Db).
a) Demonstrati ci are loc implicatia ”dacd a*+b° =3ab, atunci A+B=2AB".
b) Stabiliti daca reciproca, "daca A+ B =2AB, atunci a’+b* =3ab”, este si ea adevdrata.

SOLUTIE:
a) Dacd a—b=1atunCli A =B =0 .ooeriiiiieetieete ettt Ip
Daca a—-b#1, A= ! , B= i Ip
loga—h a loga—b b
1 b
Arpe8(ab) o p T Ip
(loga—b a) (loga—h b) (loga—h a) (loga—b b)
siatunci A+B=2AB & 108, , (D) =2 .ioiiiiiiiiiiiiii Ip
o (a—b)2 D Ip
S AP AD Z3AD o 1D
b) Spre exemplu, cazul a=3 si b=2,aleseincat a—b=1, A=B=0 si A+ B=2AB,
in timp ce a’ +b” # 3ab , deci reciproca este falsi. ................cceeueieiiiiiieiiiieiieeii Ip
Problema 4.

Un joc de calculator afigeaza pe monitor multimea de numere M ={1; 2:3; ...;100} si la fiecare tastare a unui

numdr ke N*, k£ <100, dintre cele 100 numere ale multimii M , exact k dintre ele, alese la intamplare de
programul jocului, vor incepe sa clipeasca iar clipirea va continua pana la urmatoarea tastare. Spre exemplu, daca
se tasteaza k =9, pe monitor va apare un grup de 9 numere care clipesc iar daca apoi se tasteazd k =92 cele 9
numere se vor opri din clipit si pe monitor va apare un grup de 92 numere care clipesc.

a)

b)

Aratati ca de fiecare data cand se tasteazd k =68, printre cele 68 de numere care vor clipi, cel putin trei
vor fi consecutive.

Demonstrati cd la o tastare k =67 dacd pe monitor clipesc numerele n, <n, <...<n,<n,, <n

il <My <o <Tgy

si pentru un caz 1<i <65 se observa n,,, —n, =2, atunci printre cele 67 numere care clipesc, cel putin
trei sunt consecutive.

¢) Aratati ca este posibila o tastare k =67, la care printre cele 67 numere care clipesc sa nu se gaseasca trei
numere consecutive.
d) Daca la o tastare kK =67 pe monitor clipesc numerele n, <n, <...<ng <n,, cu n, =98 si fara a contine
trei numere consecutive, determinati celelalte numere care clipesc.
SOLUTIE:
a) Considerand ca in succesiunea ordonatd a celor 68 numere nu ar fi trei consecutive, inseamna ca intre

primul numar care clipeste si ultimul numar care clipeste ar fi cel putin 68:2—1=33 numere care nu
clipesc, dar 68+33=101 numere = contradictie cu totalul de 100 numere ...........c.ccceevuveerrveenneennnne. 2p



b) Aviand, pentru un caz 1<i<65, n_,—n =2 si considerdnd ca printre cele 67 numere nu ar fi trei
consecutive, In mod analog cu cazul precedent, in intervalul numerelor care clipesc nu ar clipi cel putin

(66 12— 1) +2 =34 numere, dar 1n acest caz am avea 67+34=101 numere, contradictie. .................. 2p
¢) Un exemplu este succesiunea 1;2;_;4;5;_;7;8; _;10;11;_..._;97;98;_;100 1n care, dintre cele 100 numere
nu clipesc cele divizibile PIiN 3. ......ooooiiiiiiie et et e e e e e a e e ebaeeebaeeeneeenns Ip

d) Conformcub) n,,-n 23, (V)ie{l;2;...;67}
Astfel ny,—n, 23, ny—n, 23, ..., ng,; —ns 23 si sumand se obtine n; —n, 299, din care n, =1 si toate
inegalitatile sunt egalitdti, cu n, =1, n, =4, ny =7, ..., ng =100 .....ccccoiiiiiiiii, Ip
Analog n,—n, 23, ng—n, 23, ...,obtindnd n, =2, n, =5, n, =8, ..., ngs =98 ..o Ip
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Problema 1.

3
Se considera functia f:R\{-L1} >R, f(x)= 2x T
x —_—
a) Ardtati ca ecuatia f(x)=2018 are toate solutiile reale.

4x+16

b) Demonstrati ¢ f (x)2 , pentru orice x din intervalul (1; +c).

¢) Dacd g:(I;+) >R este o functie Incit 4x+16<9g(x)<9f (x), (V) x>1, demonstrati ca g este

continud in x, =2.

SOLUTIE:
a) f(x)=2018 < x’—2018x*+2018=0 si considerand functia h(x)=x"—2018x*+2018, aceasta este

continud, cu h(—1)<0, h(1)>0, h(2)<0 si limh(x) =+, deci x’—2018x>+2018 =0 are 3 radicini

(71 (<P 2p
4x+16 3 2 2
b) f(x)2 5 © 5x°=16x* +4x+16>0, xe(l; +) < (x—2) (5x—4)>0,xe (1; +o0) care se
COMTITING ..eeiiiieiiiee ettt e e et e e et e e e teeeeteeeeataeeasaeeeasseeessaeensseeenssaeansseeansseeansseesnsneensseenns 2p
¢ 4x+16<9g(x)<9f (x) 4x;16_ (x)< f(x), (V) x>1
Pentru x=2, g(2)=§ .................................................................................................................. 1p
. 4x+16 . 8 .
lim 5 —£1£r21f(x)—§ = Mg (X) =7 e Ip
deci linzlg(x)zg(2) ...................................................................................................................... 1p
Problema 2.

2 3
Fie in M, (R) matricea Az( J si multimea G ={aA+bl,/a,be Q}.

a) Ardtatici A°—A+1,=0,.
b) Calculati A™"®.
¢) Daca Be M,(Q) si AB=BA, aritati cd BeG.

d) Demonstrati cd singura matrice neinversabila din multimea G este matricea nula.

SOLUTIE:
2) Verificare A% — A+ 1, =0, oottt 1p



b) A(A-A+L)=A—(A-A)=A+1,=0, > A =—Lcccccooccciccccccccccciiciiccccccc. 1p

1 3
e A (A A = AT = T e |
(#) 12 P
¢) Fie B:(x y],cu x,v,2,t€ Q si AB=BA
7t

e eV A e A PSPPSRI Ip

—3z+t -3 2 3 1 0
B=| ° “l=—z +(r-2) E G ot 2p

Z t -1 -1 01

2a+b 3a

d XeG = X:(
—a —a+b

j ,cu detX =a’+ab+b* 20, (V)a-b+0, deci toate matricele nenule

din G sunt INVETSabIle. .......coouiiiiiiiiiiiii e Ip

Problema 3.

bc a 1
Fie a, b, ¢ numere reale distincte si matricea A=| ca b 1
ab ¢ 1

a) Ardtati ca detA=(c—b)(c—a)(a-D).
b) Demonstrati ci A este matrice inversabild si calculati suma elementelor matricei A~ .

¢) Dacd a, b, ¢ sunt numere naturale distincte, considerdnd punctele M (a;bc), N(bjca), P(c;ab)

si S(MNP) aria triunghiului MNP, demonstrati cd S(MNP)>1.

SOLUTIE:
a) Aratd detA=(c-b)(c—a)(a-b),
fie aplicand proprietatile determinantilor, fie prin calcul dir€ct ..........ccocveeviiriiiiiiniiniiiniccecee 2p
b) a, b, ¢ fiind numere reale distincte (¢c—b)(c—a)(a—b)#0, deci A este inversabila ............ Ip

XX, X X x, x\(bc a 1) (1 0 O

A=y oy, w|.AA=L =y y, yi|lca b 1]=[0 1 0

L Z, 2, %, Z)\ab ¢ 1) \0 0 1
X +x, +x,
In efectuarea produsului din primul membru, a treia coloana va fi VitV Vs | e, Ip
2, +2,+2,
si identificAnd cu a treia coloand din I, suma elementelor matricei A~ €Ste 1. woovvevvrueieirierieinenss Ip
0 S(MNP)=%‘(c—b)(c—a)(a—b)‘ .............................................................................................. Ip

Numerele a, b, ¢ fiind naturale distincte, cel putin doud sunt de aceeasi paritate si avand det A #0,
(c=b)(c=a)(a=b)|22 = S(MNP)Z1 oottt Ip

Problema 4.
Un utilaj al unei fabrici de ambalaje confectioneaza in mod automat cutii din carton de forma unor paralelipipede
dreptunghice, cu dimensiuni si capacitati alese dupa dorinta clientului. Determinati cele trei dimensiuni ale unor
astfel de cutii, confectionate la comanda clientului, in fiecare din urmatoarele situatii:
a) Dimensiunile cutiei, masurate Tn decimetri, sunt Tn progresie geometrica cu ratia 2 si cutia astfel
confectionata are capacitatea de 8 litri.
b) Dimensiunile cutiei, masurate in decimetri, sunt In progresie aritmetica cu ratia 2 si cutia astfel
confectionata are capacitatea de 480 litri.
¢) Dimensiunile cutiei, madsurate in decimetri, sunt astfel alese incat cutia sa aibd capacitatea de 27 litri si
pret minim, stiind ca pretul unei cutii este direct proportional cu aria suprafetei ei totale.



SOLUTIE:
Consideram cd a <b < ¢ sunt dimensiunile cutiei si atunci:

a) in conditia cerintei, avem V =a-b-c = 8a’ =8 litri, deci a=1dm, b=2dm, c=4dm................... Ip

b) 1In conditia cerintei avem V =a-b-c=a-(a+2)-(a+4) =480 litrio..co.ccooorrrrerrrrirrrrrrrnreeieeinns Ip
Alegand functia f:(0;+0) >R, f(x)=x(x+2)(x+4), se arata ci este strict crescatoare ......... 1p
si cum f (6) =480, cutia va avea dimensiunile a =6dm, b=8dm, ¢ =10dM .......cocoevvverriuricunenne. Ip

¢) In conditiile cerute, avem de determinat a <b<c cu a-b-c=27 si m= a;}{lci27(a-b+b-c+c-a) .. 1p
Avem {/(a-b-c)’ < a'b+b;+c'a ,cuegalitate < A -D=D-C=C QA woeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen Ip

SLAMUNCE @ =D = C =AM ittt ettt ettt s e e st e e s e e Ip
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Problema 1.

T COS X
Consideram functia f:|——;— |—> R, = .
onsiderdm functia f { 5 2} f(x) o
a) Aratati ca toate primitivele functiei f sunt crescatoare pe { % %}
. T
b) Demonstrati cd f (x)+ f (—x)=cosx, pentru orice xe[ 5 E}
2 2 2 efsinx
¢) Verificati: j f(=x)dx= j f(x)dx d) Demonstrati: j f(x)dx=1 e) Calculati: j —dx
7 r(l+e”
) 2 = ‘E( )
SOLUTIE:
COS X T
a) Fe )dx = F' = >0 (V Lo =
) Fefr(dr = F(x)=r ()= 2520 (v)xe| -2
= F crescatoare pe [—z;z} ........................................................................................ 2p
2 2
cosx cos(—x) cosx e*cosx
b + —X)= + = + T COS X trieinieiininiieriereer s 1
) f(x) 7 x) I+e*  1+e  1+e'  1+e° oSt P
3 3
¢) Substitutie x=—t = j f(=x)dx= j L (3 1p
. .
3 3
d) j(f(x)+f(—x))dx= jcosdx=2 ................................................................................. 1p
: :
3 3 3
si cum jf(—x)dxzjf(x)dx N jf(x)dx=1 ......................................................... 1p
. . .
.. . 2 efsinx
e) Functie imparda = I SAX =0 i Ip
_5(1+€x)
2
Problema 2.

Fie a,be R, a<c si be ﬁ, b>a . Pe multimea G(a; (a b) considerdm legea de compozitie notata si

definita prin xoy=(x—a)(y-a)+c, (V)x,ye G,
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a) Aratati cad 7o” este asociativa daca si numai daca a=c.

b) Demonstrati ca structura (G(a;h);o) este grup daca si numai daca a=c $i b=+oo.

¢) Incazul a=c si b=+oo, grupurile (G( h);o) le notim (G, ;o). Demonstrati ¢d (G,;°) sunt izomorfe.

a; a’

SOLUTIE:
a) Verifica prin dubla implicatie sau pe etape:
Dacd a=c verificd = (X01)0Z=X0( Y 0Z) wrirerireeiriieeiniieieieetseieee et Ip
Dacd (x0y)oz=x0(y02), ODUNE = @ =C cvvvreereeereireieireireiesieeie e Ip

b) Conform cu a), structura (G(a;b);o) este asociativad < a=c

si se obtine element NEULIU € = @ 41 ..oc.coiiiiiiiiiiiiii et Ip
Simetrizabilitatea obligd x'= T e Ip
x—a
. 1
x'= — +ae G, =(a;b) & — +a<b, (V)xe(a;b)
si cum lim( +aj:+oo, D =00 e e et Ip
a X4

¢) Avem G, =(a;+e) (G,°), cu xoy=(x—a)(y—a)+a = xoy—a=(x—a)(y—a) si considerand

a

functia f:(a;+o0) = (0;4+), f(r)=t—a, aceasta este bijectivd si f(xoy)=f(x)-f(y), deci

grupurile (G, ;o) sunt izomorfe cu (Ri; ) ................................................................................... Ip
ST IMPICIE SUNE 1ZOMIOTEE ..eovvviiiiiiiiiiie ettt ettt e et e s bbeesbbeesabeeesabeeeas Ip
Problema 3.
Fie polinomul fe R[X], f=X’-2X?+X —1 si radacinile sale x,, x,, ;.
a) Aratati ca x,, x,, x, sunt nenule si calculati suma L2+i2+i2 .

X Xy X

vvvvv

¢) Daca x, este radacina reald a polinomului f, ardtati ca |x2| =|x3| <|x1|

SOLUTIE:
a) Cum f(0)#0, X, X,, X; SUNENENUIE c.oovririiciiicee e Ip
2
B e Foar iy B Fraterat e 1p
X X X X X X XXy XXy XX
S1 SE ODLINE § = =3 oottt ettt e st e et e et e st e st e e s bt e e ebeeeas Ip
b) $=-3<0 = f nu are toate radacinile reale ...........cc.cceeerrieiriiiiriiieiiie e Ip

vvvvv

vvvvv

¢) Considerand x, radacina reald a polinomului f si x,, x;€ C\R radacinile sale complexe
nereale, ele fiind conjugate, verifica |x2| = |x3| ...................................................................... Ip
Se verificd f(1)- f(2)<0,deci x,€ (1;2), x,,=atib = x,-x,=a’+b,

1
dar xz-x3=;e(0;l) = o] = <] e, 1p
1



Problema 4.

x, dacaxe[0;1]
Pe o reprezentare topograficd, graficul functiei f:[0; 2] >R, f(x)=1 1 , axa Ox si dreptele
= dacd xe (1; 2]
de ecuatii x=0 si x=2 delimiteazd pe un reper cartezian ortogonal xOy o suprafatd de teren, numerele
reprezentdnd, pe harta, sute de metri. Urmare a unel succesiuni, suprafata de teren s-a impartit in mod egal la doi
mostenitori. Aceasta s-a realizat prin construirea unui gard interior, dupa o dreapta de ecuatie x=a, cu ae [0; 2],

care a impartit suprafata in doud suprafete de arii egale.

D . DY A A L
a) Demonstrati ca aria suprafetei este egald cu 3 si exprimati in hectare aceasta arie.

b) Demonstrati cd ae (0;1) si determinati numarul ae (0;1) cu proprietatea enuntata.

SOLUTIE:
a) Considerand A aria suprafetei de teren, A= .[02 f(x)dx= .[;xdx + .[lzi%dx e, Ip
e
(Y (Y7 2
5 = g p
0 1
b) Considerand A, si A, ariile celor doud suprafete separate de gard, A, = A, = ] Ip
a 1 1 1 7
A = x)dx sidacd a>1 seobtine A =1l———=21——=—>— .. 1
=, 7 () Y AT P
Alzjof(x)dx,cu AE (051), ceeeeeiiieeeiete e Ip
2
A= a —l = a =ﬁ



