CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
“ADOLF HAIMOVICI”
Etapa locala, 24 februarie 2017

FILIERA TEORETICA - PROFIL REAL - STIINTE ALE NATURII
SUBIECTE - clasa a I X-a

1. Rezolvati in R ecuatia: [x] + [71] ={x}+ % , unde [x] este partea intreagd a lui X si {x}

este partea fractionara a lui X.

2. Fie triunghiul dreptunghic ABC, m(#4A) = 90°. Se construieste perpendiculara in C pe
cateta [AC] pe care se considerd un punct C’ astfel incat [CC'] = [AC], iar pe
perpendiculara in B pe cateta [AB] se considera punctul B’, [BB’] = [AB]. Sa se arate ca
dreptele BC’, CB’ si inaltimea AA” a AABC sunt concurente.

3. Fie sirurile de numere reale (x,) ;51 S1 (Mn)ns1- Dacd 3(x; + x5 + -+ X)) = 1" X1,
(V)n = 1 i x,, = ny, , aratati ca (y,,),,»1 €ste o progresie aritmetica.

4. Un disc e impartit in 6 parti egale prin 3 diametre. In fiecare dintre sectoarele formate se
afla cate un pion. La o mutare alegem doi pioni, pe care ii deplasdm 1n sectoare vecine
celor din care pleaca. Existd un sir finit de mutdri In urma carora toti pionii sd ajunga intr-
un acelasi sector? Justificati raspunsul.

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare problema se puncteazia de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore.
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1. a) Determinati numirul: N = v'17 + 12v2 — V6 + 4V2 = /3 — 22
b) Demonstrati ca: (log,b + logpa + 2)(log,b — logapb) “logya — 1 = log,b .

x> —6x, x<3

2. a) Determinati parametrul real m pentru care functia f: R - R, f(x) = {mx +1 x>3

este inversabila.

b) Rezolvati ecuatia: V2 —x =1 —+vx — 1.

3. a) Se dau numerele complexe z; = a + ib siz, = b + ia, de modul 1. Sa se

- l
demonstreze ca z, = —.

Z
b) Un elev trebuie sa inmulteasca 2017 numere complexe de modul 1. Din greseala, el
schimba intre ele partea reala cu coeficientul partii imaginare, la fiecare factor al

. : . 1 .3 .
produsului si astfel obtine ca rezultat final numarul >~ l% . Care trebuia sa fie rezultatul
corect al produsului celor 2017 numere complexe?

4. Se dau numerele reale a, b, c > 0.
a) Demonstrati ca daca SEEIE S == , atunci
y 1+a 1+b 1+ab 2
a’b? —a’b—ab*+a+b—-1=0.
b) Descompuneti in factori expresia E(a, b) = a?b? —a?b—ab?*+a+b—1.

C . .1 1 1 1
€) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: + — =-.
’ ’ T 142X 143 146% 2

1

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare problema se puncteazi de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore.
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1. Determinati constantele reale a, b, c, pentru care:
lim (vV5x* + 7x3 —8x2 —4x —ax? —bx —c) = 0

X—00

2. a) Fie w o radicini a ecuatiei x2 —x + 1 = 0. Calculati w3;

k(3k + 1) x )

n

b) Calculati urmatoarea suma de matrice: Y;—, < (k+1)!

2k k-(w?—1)

3. Calculati limitele:
3x_ X

a) lim
x->0 X

. In(x?+6x-6
b) lim M +6x6).
x—-1 x—1

o) time? ([5] + 3] + [5])

4. Calculati determinantul urmator, scriind rezultatul sub forma de produs:

sin®x cos®x sin2x
D =| cos*x sin’x sin2x| -
1+ sin2x -1 1

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore.



4.

Nota:
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Calculati I = [#In(1 + tgx)dx.

a)Fie g,G: (=1, ) - R, gx) = 15x2x+1 siG(x) = (ax? + bx +¢) " Vx + 1,

a,b,c € R. Determinati a, b,c € R, astfel incat G sa fie primitiva a functiei g ;
.1
b) Calculati [ ————dx

1 (x2+1)(e*+1) ’

Fie (4,+,) si (B, +,") doua inele in raport cu adunarea si cu inmultirea, unde

A= {x + yV3|x,y € Z} si B = {(Sxy z) |x,y € Z}. Aratati ca cele doua inele sunt

izomorfe.

Pe R definim legea x * y = xy — 5x — 5y + 30. Se cere:
a) Calculati x *x * ...xx , n € N7,
nori

b) Determinati a,b € Z, astfel incdita * b = 6 .

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 7 puncte.

Timp de lucru: 3 ore.
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1

1. Obs.cé{x}+a>0 ({x}e[0,1))=[x]>0 L Ap
. . 1
Scrie ecuatia sub forma ([x] — {x}) (1 — [x]_{x}) =0 Ap
= [x]={x}=x=0 falspt.caix #0 ...2p
Sau [x] - {x} =1, undenot. [x] =k € N* = {x} =% .2p
Finalizare: x=k+% , keN” ...1p
2. Not. ABNCB' ={D} si ACNnBC' ={E}
Dem. caﬂ-@-“,c 1 Ap
EC DA A'B W s
Din AAEB~ACEC' = 2 =2_-2 .Ap
EC cCr T AC
Din AACD~ABB'D = 22=EB_2E .Ap
DA AC AC
. . A/B __ AB?
Aplica t. catetei iIn AABC = — = — ..2p
. . ArC AC
Finalizare ..2p
3. Inductie
aratd ca x, = 3x; = ?xl LAp
nn+1)
presupune  x, = ———x; LAp
demonstreaza x,,q = le ..3p
determind y, = nTH LAp
demonstreaza cd (y,),>1 €ste progresie aritmetica .Ap
4. Coloram 3 sectoare cu o culoare si 3 cu alta culoare. La o mutare
doi pioni 1si schimba culoarea. ..2p
In urma unei mutiri ramane un numar impar de pioni pe o culoare
si un numar impar de pioni pe cealalta culoare. Ap
Finalizare: nu e posibil sa aducem toti cei 6 pioni pe aceeasi culoare )

Nota:
Nu se acorda punct din oficiu sau fractiuni de punct.
Orice solutie corecta diferitd de cea din barem se noteaza cu punctaj maxim.
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1. a)ajungelaN = |3+ 2v2|— |2+ 2| - |v2-1]
finalizare N = 2
b) scrie toti logaritmii in baza a
noteaza log,b = x
. 1 x
obtine (x+;+2)(x—m)-;— 1=x
calcule, finalizare

a) determina varful parabolei de la prima ramura V (3, —9)
determina imaginile celor doua ramuri ale functiei
[—9, ) , respectiv (—o0, 3m + 1)
pune conditia de bijectivitate, gaseste m = — E si finalizeaza

b) conditie x > 1 s1 notatie V2 —x =a, Vx—1=»b

obtine relatia a3 + b% = 1
rezolva sistemul si determinad a € {0, 1}
finalizare S = {1, 2}

3.a) z1'z,=(@+b)i=i = Zzzzi
1

b) fie z;, z,, ..., Z5917 Cele 2017 numere complexe de modul 1

not. P = Z1"Zy " ..."Z017
schimband partea reald cu coeficientul partii imaginare, conform pct. a)
. 1 1 1 (2017 g
se obtine P* = —-—- ...~ =—=
Z1 2y Z2017 P P
.1 3 i
egaleaza STl == P = Th
5,
. 3,1,
obtine rezultatul corect P = — - T3l

4. a) dem. prin calcul
b) obtine E(a,b) = (a —1)(b — 1)(ab — 1)
¢)noteaza 2* =a, 3*=b, 6* =ab
foloseste a) si b) si obtine solutia unica x = 0

Nota:
Nu se acorda punct din oficiu sau fractiuni de punct.
Orice solutie corecta diferitd de cea din barem se noteaza cu punctaj maxim.
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1. Stabilesteca a > 0
Amplifica cu conjugata si scrie limita
Ajunge la relatiile: a> =5, 7—2ab=0, —8—b%*—2ac=0

. 7 449
Determina a = , = — = —
ete ia=+5 b o C NG

2. Qw3 =-1
(k+1)!

b) scrie Y7 _
: ‘ 1( 2 k-

1
(32 Ak Bk Bl Z=1m> .2p
Yi=q 28 (—2) Xk=1k

calculeaza sumele si finalizeaza

k(3k + 1) « )

X_eXx X _ X _
3. a) lim>=>= = lim > — lim = = n3 2D
x-0 X x—-0 X x—0 X 5
In(x%+6x-6) In[(x—1)(x+7)+1] . In[(x=1D(x+7)+1] _
b) }c—>1 x—1 ch—)l x-1 }c—>1 (x—1)(x+5) (X + 7) =8
C) scrie xiz -1< [xiZ] | x? si trece la limita = llm x? [—] =1

obtine analog lirr}) x? - [F] =2 si limx? [—2] = 3 sifinalizeaza
x—

x—0

1 cos’x sin2x
4. aduna c, la c¢; siobtine D=| 1 sin’x  sin2x
sin2x -1 1
scade linia 1 la linia 2 si obtine
1 cos?x sin2x
D=] 0 sin’x — cos’x 0
sin2x -1 1

Finalizare D = —cos32x

Nota:
Nu se acorda punct din oficiu sau fractiuni de punct.
Orice solutie corecta diferitda de cea din barem se noteaza cu punctaj maxim.

LAp
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Nota:

CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
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FILIERA TEORETICA - PROFIL REAL - STIINTE ALE NATURII

BAREM - clasa a XlI-a

Noteaza %— x=t

Ajungelal, = [# lnHZtgtdt

Obtine [ = glnz

a) scrie G'(x) = g(x)
determinda=3, b=1, c= -2

1 1 1 1 1
b) I = f—l(x2+1)(ex+1) dx = fo ((x2+1)(ex+1) (x2+1)(e™*+1)

1
x2+1

dx

. 1
ajunge lal = [
finalizare I = %

considerd functia f: 4 > B, f(x +yV3) = (33; i)

demonstreaza f(a+b) = f(a) + f(b), (V)a,b € A
demonstreaza f(a-b) = f(a) - f(b), (V)a,b € A
demonstreaza bijectivitatea

a)scrie x *xx = (x —5)2+5
presupune P(k) adevarata
demonstreaza P(k + 1) si finalizeaza

b)scriea*xb =(a—5)(b—5)+5
determind a si b.

Nu se acorda punct din oficiu sau fractiuni de punct.

Orice solutie corecta diferitda de cea din barem se noteaza cu punctaj maxim.



