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Clasa a IX-a

Problema 1. Un topograf observa ca dintr-un punct A de la nivelul solului, o cladire se vede sub un unghi de
15°. Apropiindu-se cu 20 m de cladire, in linie dreapta, unghiul de observare a cladirii este de 30°. Ce inaltime
are cladirea?

BAREM DE CORECTURA

D

. = .
Fie CD = x metri, Inaltimea cladirii.

ABCD — dreptunghiC = BD = 2X §1 BC = XV3u.ooeioeeieeeeeeeeeeeseeeess st s s s 1p
AACD: AC = 20 + xv/3

tg15° ="~ = S 1p
8 15° = £ (45° = 30°) = 2 — V3 sttt 2p
ObHNEM ————= = 2 — V3 2 X = 10 M H...ovieeeeeeeeeeeeeeeeeeee st es s 2p

204+x3



Problema 2. Se da triunghiul (ABC), punctele M, N, P pe laturile acestuia, astfel Tncat BM = MC,
AN =2 - NC, AP = 3 - PB si Q mijlocul segmentului [PM].
a) Demonstrati ci BN =§- (2-BC - 4B)si BQ =%- (2-BC - 4B).

b) Demonstrati ca punctele B, Q, N sunt coliniare si calculati valoarea raportului g—f’.
BAREM DE CORECTURA
a)

BN =BC+CN=BC+--CA=BC+3(CB+BA) =% (2-BC = AB) cccooovvimscsososssnssnsossson 1p
BQ=E-(BM+BP)=Z-BC+E-(—Z-AB)=g-(2-BC—AB) ............................................................... 1p
b) Din egalitatile de la a) deducem ca BQ = g BN 1p
Asadar, punctele B, Q, N SUNE CONNIAIE........c.oiiiiiiiiiieieie et 1p
inB¢ 3, BV _8_,B0 _3
Dan—N—8 BO 3 QN 2p

Problema 3. Se considera familia de functii f;,;: R > R, f(x) =m-x?> +2(m+ 1)x + m — 1,m € R".
a) Pentrum = —1, sa se studieze monotonia functiei si sa se determine valoarea extrema a acesteia.
b) Sa se demonstreze ca varfurile parabolelor associate acestor functii se afla pe dreapta (d):y = x — 2.
c) Demonstrati ca toate parabolele associate acestor functii trec printr-un punct fix. Verificati rezultatul

obtinut.
BAREM DE CORECTURA
a) fi(x) = —x? — 2. Varful parabolei asociate functiei este V_1 (0, —=2).cecvvvriviriririiiiiiiieieieieieeeeeee e 1p
Functia admite maxim. frq = fo1(0) = =2 i, 1p

X ‘ —c0 0 40

it |~ 7 2 — | 4o

Functia este strict crescatoare pe intervalul (—oo,0] si strict descrescatoare pe intervalul

b) Varfurile parabolelor asociate functiilor f,,, sunt V;,,(xy, yy) = Vi, (— m7+1’ - %) ............................. 1p
Verificare. y, = xy, — 2 & — smAl —mTH — 2(2dEeVATAL).....eeeceieeiieiie et 1p
c) Fie M,y(a, b) punctul fix.
Este necesar siavemm-a?+2(m+1)-a+m—1=b,(V)m € R*.
Rezulticim-(a+1)?+2a—-b—-1=0,(V)meR"
. a+1=0 a=-1
Ob‘gmem{za_b_1=0=>{b=_3=>M0(—1, S ) TSP PR 1p



Verificare. f,(—1) =m —2- M+ 1)+ M — 1 = =3 1p

Problema 4. a) Demonstrati ca sirul (a,),»1, @, = 3n — 2 este o progresie aritmetica. Determinati numarul

natural n daca a; + a, + -+ a,, = 51.
b) O minge cade de la indltimea de 8 m. Dupa fiecare cadere, mingea se ridica la jumatate din indltimea de

la care a cazut. Demonstrati cd distanta parcursd de minge de la Inceput si pand cand atinge pdmantul a
zecea oara este mai mica decat 24 m.
BAREM DE CORECTURA
a) ap4q — a, = 3,(V)n € N*, deci (a,),»1 €Ste 0 progresie aritmetica cu ratia r = 3 si primul termen

= (3";1)" =51=3n2-—n—-102=0=>n, = —g(nu convine), n, = 6....2 p

2 1\ Suport intuitiv
\ ) ————————————— 1p

Distanta parcursa de minge (in metri) este
8B+2-(4+2+1+5+142++ 4=
2 4 8 64

1
16 32
=8+4+2-(22+2'+2°+ 271 4272423427427 +27%) =

—(xy’
=8+2-22-ﬁ=8+24-(1—2—1€,)=24—2—15<24 .................................................................... 2p

Noti: Orice alta rezolvare corectd va fi punctatd conform baremului.
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Problema 1.
a) Un om de afaceri parcurge cu avionul personal o distantd de 1000 km cu viteza de 400 km/h, iar la

intoarcere parcurge aceeasi distanta cu autoturismul personal, cu viteza de 100 km/h. Care a fost
viteza medie cu care omul de afaceri a parcurs drumul dus-intors?

. . 2X+3
b) Fie functia f:D >R, f(x) = |Ogl( - j
5
1) Sa se determine domeniul maxim de definitie.
2) Sa se demonstreze ca functia este inversabila si sd se determine inversa sa.

Problema 2.
a) Sa se rezolve ecuatia: In (7" . X) =2n, neN.

b) Se considera sirul (X, )nzo definit prin relatia In (7” -Xn) =2n.
1) Calculati X, si X,.

2) Demonstrati ca sirul (Xn )n>0 este o progresie geometricd si determinati ratia sa.

Problema 3.

La antrenamentele unui club de tir participa trei tragatori, fiecare trage cate 100 de focuri. Primul
tragator loveste tinta de 90 de ori, al doilea tragator loveste tinta de 95 de ori, iar al treilea loveste tinta
de 80 de ori.

a) Care este probabilitatea ca toti cei trei tragatori sa atinga tinta?
b) Care este probabilitatea ca cel putin un tragator sa atinga tinta?

Problema 4.
Triunghiul ABC are laturile situate pe dreptele AB:x+2y+1=0, BC:2x+y+1=0,
AC:x—-y-10=0.
a) Aflati coordonatele varfurilor triunghiului.
b) Determinati ecuatia dreptei care trece prin punctul A si este paraleld cu dreapta BC.
c) Determinati ecuatia inaltimii din varful C si apoi calculati lungimea acestei inaltimi.
d) Calculati aria triunghiului AABC.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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Problema 1.

In Republica Fantasia se organizeaza din cinci in cinci ani alegeri prezidentiale. La ultimele alegeri,

numarul cetatenilor cu drept de vot a fost de 10 milioane. La functia de presedinte au candidat Abberatius

A.

si Bravisimus B.. Au fost prezenti la urne 75% din numarul total al cetdtenilor cu drept de vot.

Abberatius a castigat alegerile cu 50% din voturile exprimate, Bravisimus a obtinut doar 45% iar 5% din
voturi au fost anulate.

a)
b)

Solutie:

b)

Cati dintre cetatenii prezenti la urne l-au votat pe castigator si cate voturi au fost anulate?

Presupunand ca printre cei care nu au votat exista un numar suficient de simpatizanti ai lui Bravisimus,
care este numarul minim dintre acestia, care ar fi trebuit sa vind la vot pentru ca Bravisimus sa castige
alegerile (presupunem ca ramane constant numarul de voturi pentru Abberatius si numarul de voturi
anulate). In acest caz, calculati care ar fi procentele de voturi primite pentru fiecare candidat.

Notdm P, = nr voturi in favoarea candidatului Abberatius, P, =nr voturi in favoarea candidatului

Bravisimus, Py = nr voturi anulate.

Avem atunci P, =3.750.000 voturi, P, =3.375.000 voturi, B, =375.000 VOUr.........ccceevrrrrrernnen. 2p

Se calculeaza numarul celor care nu au votat, 2.500.000. Diferenta dintre numarul de voturi exprimate
in favoarea celor doi candidati este de 375.000.
Pentru a céstiga alegerile, in conditiile in care Abberatius raméne cu acelasi numar de voturi,

Bravisimus are nevoie de minim 375.001 de VOtUIL. ........oooiiiiriiie e et eeeeas 2p
In acest caz numarul de voturi exprimate este 7.500.000+375.001=7.875.001 ............ccovvevunenn.. 1p
Daca notdm cu p,, p; procentele de voturi in favoarea celor doi candidati, avem:
3.750.000
=————-100 sau P, =47,61004 ... 1
Pr =7 875,001 Pa g
~3.750.001

=210 100 SAU Pr = A7,61005 o, 1
Ps 7.875.001 Ps P



Problema 2.

Seria statistica de mai jos reprezinta numarul elevilor n;, din clasa a a XlI-a de la un liceu, care au
vizionat in semestrul al doilea X; spectacole la teatrul din localitate:

Xi 0 1 2 3 4 5 6

n; 8 27 21 12 7 3 2

a) Calculati numarul mediu de spectacole vizionate de un elev din clasa a Xl-a in semestrul al doilea.
b) Care este abaterea medie liniara a seriei?

c) Care este abatereca medie patratica a seriei?
d) Calculati coeficientul de variatie v al seriei statistice.

Solutie:

]
27: n 80

b) abaterea medie liniara va fi:

n

< ;Xi "Ml 02841227+ [2-2]-21+[3-2-12+[4—2- 7 +[5-2|-3+[6 2] -2

n

Z n 80

a) 'ni
0 o = dispersia, SN : _ 32+27+0+1820+ 28+27+32 _ 18508 —1.975 o 2p

20

i-1
Abaterea medie patraticd o = NOZ = JLOT5 21405 oottt ee e 1l p

d) u=i-100=w¥-100:53.75:>53.75% ......................................... y e ereens 1p
m

a

sau v = mi-loo =$-100= 70.25 = 70.25%

a

Problema 3.
Un graf G are n varfuri si p componente conexe. Aratati ca:
a m< an_ ps1» Unde m reprezintd numarul maxim de muchii ale grafului G.
b) Pentru ce grafuri inegalitatea de la punctul a) devine egalitate?

Solutie:

a) Presupunem cd existd doud componente conexe care contin n,, respectiv n, varfuri, n, >n, >2
Facem transformarea:
- suprimam (elimindm) un varf x din componenta cu n, varfuri si il ducem in componenta
cun, varfuri



- unim varful X cu cele N, VArfuri eXiSteNte. ........cceoveererieiririeiiireceeeee e 3p

Se obtine un nou graf G; cu my muchii, astfel incat m, =m—(n, -1)+n, =m+(n —n,)+1>m+1.

Relatia m, >m+1 contrazice maximalitatea lui m din graful G.............cccooiiiiiiiiie, 1p
b) Egalitatea se obtine daca fiecare componenta conexa este subgraf complet al lui G........ .ccocovevriinnnns 2p
Problema 4.

Se da graful din figura de mai jos:

a) Determinati numarul de noduri si muchii ale grafului.

b) Determinati ordinul fiecarui nod.

c) Identificati doua drumuri care unesc varful A cu varful E.

d) Eliminati cat mai putine muchii pentru ca graful ramas sa fie arbore.

Solutie:

@) 6 NOAUIT ST 7 MUCKIE. ... eeieiieieieee ettt sttt ne e e 2p
b) ord(A)=2,0rd(B)=4,0rd(C)=3,0rd(D)=2,0rd(E)=2,0rd (F)=1 .....ccccererrrrimrrrurrrrrrrrrrrru. 2p
C)  ACE, ABDE EIC ....ueivieieitie ittt ettt ettt s et e et et e et e e s e e s e e be et e e re e e Re e teeneenreeteaneeareeteareenres 1p

d) Trebuie eliminate cel putin doua muchii (de exemplu: AC,CE ) ...cocooiiiiiiiiieieiere e 2p
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1+ 5x —2x

Problema 1. Se considerd matricele A(x) = ( 10x 1 — 4x

a) Sase calculeze A(1) - A(—1).
b) Si se demonstreze ci (A(x))2 = A((x + 1)? — 1), pentru orice x numdr real.
€) Sa se determine inversa matricei A(1).

), unde x este un numar real.

BAREM DE CORECTURA
(6 =2
a) A(1) = (10 _3) ....................................................................................................................................... 1p
(=4 2
A(=1) = (_10 5) .................................................................................................................................... 1p
(% 2\_ 4
A - A(=1) = (_10 5) G YOO 1p
14+5[(x+1)?—-1] =2[(x+1)?-1]
b) A A :< ):A +1)2—=1), X ERuvevevreeeeren, 2
) AR A = o+ 1)2—1]  1-afx+ 12 —17) T AGFDI=Dx P
¢) det(A(1)) = 2 # 0, deci A(1) este inversabilasi (A(1)) " = %(_‘130 2) .............................................. 2p
Problema 2. Fie matricele X(a) = (1 t 4a 6a ) unde a este un numar real.
—2a 1-—3a

a) Calculati det[X(a)].
b) Aratati ca X(a)-X(b) = X(a + b + ab), pentru orice a, b numere reale.
c) Determinati numarul real nenul a astfel incat [X(a)]? = I,.

BAREM DE CORECTURA
Q) et X (@)] = L A Bt e e e 2p

_(1+4(a+Db+ab) 6(a+ b+ ab) )_

b) X(a) - X(b) = ( ANy B (CE R) R 3

¢) X(@]?=X(a) - X(a)=X(a+a+a®>)=XQRa+a?)=L=>2a+a*’=0a#0=>a=-2...... 3p

1 1 1 1 1 1
Problema 3. Fief:]R—>[R{,f(x)=x2—5x+6,§imatriceleA=<a b c), B=< a b c )
a? b% c? f@ f) f(o)



a) Demonstrati ca detA = (¢ - a) (¢ - b) (b - a).
b) Demonstrati ca detA = detB.
c) Demonstrati ca aria oricarui triunghi cu varfurile pe graficul lui f si cu coordonate Tntregi este tot un numar

ntreg.
BAREM DE CORECTURA
1 1 1| |1 0 0 i a
a) detd = b b — |
) A I A A b-0b+a) (—oetal
= (b -a)(c a)|b+a C+a|—(b a)(c G ) T 2p
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
b) detB = a b c =la b —5la b c|+6la b c|=
a’?—5a+6 b>—5b+6 c*—5¢c+6l la?2 b? (2 a b c 1 1 1
¢ U] o DS PRPPP 3p
x;, x2-5x+6 1
1
c) A== | X x5 =5x+6 1l =210 —21) (3 = 21) (3 = x2) | i 1p
X3 x2—5x3+6 1
care este numar intreg deoarece dintre numerele x;, x,, x5 cel putin doua au aceeasi paritate............... 1p
111 )
Problema 4. Plecand de lamatriceaA =|1 1 1 |, Maria construieste noi matrice. Intai schimba semnele a trei
1 1 1

elemente ale matricei A, apoi schimba semnele a trei elemente ale matricei A sau ale oricarei matrice astfel obtinuta.
Maria continud acest procedeu de oricate ori vrea. Notdm cu M multimea acestor matrice.
a) Demonstrati cd M contine cel mult 512 matrice.

b) Pentru orice matrice X € M, demonstrati ca |det X| este numar natural, multiplu de 4 si cel mult egal cu 6.
c) Demonstrati ca, pentru orice X € M,detX € {—4,0, 4}.

1 1 1
d) Aratati cd matricea B = ( 1 1 1> € M.
1 1 1

BAREM DE CORECTURA

a; a; as
a) MatriceledinMauforma(% as ae),unde [ @] = L 1p
a; ag Qg
Suntastfel de 2 -2+ .- 2 =2% = 512 €lemMente..........uuiurieniiniiniinii e 1P
a, a; as
b) FieX =<a4 as a6>|all=1lp
a; ag dg
RezultadetX =4+1+1+1+1+14+ 1= |detX| <6, ]|detX | este numar natural............cccoeveuennene. 1p
a1+a7 a2+a8 a3+a9
Apoi,detX = |a, +a; as+ag ag+ aq|sielementele liniilor 1 si 2 sunt divizibile cu 2
(ay + a;) € {-2,0,2},(a, + ag) € {—2,0,2}. De aici, rezulta ca | det X | este divizibilcu 4............... 1p
c) Cum |detX | <6si |detX|:4 = |detX| € {—4,0,4 s 1p
1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1\ /-1 1 1
d)A=<1 1 1>=><1 1 1),(1 ~1 —1),(1 1 1)suntdinM ................................ 1p
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Noti: Orice alta rezolvare corectd va fi punctatd conform baremului.



