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Problema 1. Un numar natural nenul n se numeste triunghiular daca exista k € N*astfel incat
n=1+2+3+-+k.
Determinati toate perechile de numere triunghiulare (m, n) cu proprietatea cam —n = 2017.

BAREM DE CORECTURA.
Daca m, n sunt numere triunghiulare, atunci exista numerele p, g € N* astfel incat m = @ si

_ a(g+1)
Avem: 22D _ 18D = 2017 @ (p = @) (P + G + 1) =2 2017ttt 2p
Obtinemca (p —q,p + q + 1) € {(1,4034); (2,2017)}, de unde (p,q) € {(2017,2016),(1009,1007)}....2p
Perechile cautate sunt (m,n) € {(2035153,2033136), (509545,507528)}...cccccvririririiniriiiniieneesie e, 1p

Problema 2. Se considera functia f: R - R, f(x) = x? + ax + b, unde a si b sunt numere intregi. Stiind ci
f(0) si f(1) sunt numere impare, demonstrati ca ecuatia f (x) = 0 nu are solutii intregi.

BAREM DE CORECTURA.

Cum £(0) si (1) sunt numere impare, rezulta ca a si b sunt numere impare. ............ .3p
Presupunem prin reducere la absurd ca ecuatia f(x) = 0 ar avea macar o solutle 1ntreaga ﬁe aceasta a; atunCI
a’+aa+b=0. ...cc..n...... . : .1p

Deoarece a este impar, numerele asia + a au parlta‘;l dlferlte prin urmare a? + aa este numar par. Deducem
ci a? + aa + b este numar impar, deci nenul. Presupunerea ficutd este, asadar, falsi, de unde concluzia
PIODIEMEI. e e e e e eSO



Problema 3. n triunghiul ABC se consideri bisectoarele interioare BB; si CC,. Stiind ci BB; = BC si
CC; = B(;, sa se determine unghiurile triunghiului.

BAREM DE CORECTURA.

-
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-~
///
P

o o
Notim m(B;BC) = @. ReZultd CA M(ABC) = 20...cevevreeerierieeiiiesieesisessssssssssssssss s ssss s ssssnees 1p
CCy = BCy = ACC,B este iS0SCEl = M(C1CB) = 2@uuuivuriririeiieiieeiiseiseeiesiss s 2p
BB, = BC = ABC; C este isoscel = m(BB1C) = M(BCB1) = AQu..uuoernniiiiriiiesinssiessssisssisssssssis 2p
Cum m(B,BC) + m(BCB;) + m(BB,;C) = 180° = a + 4@ + 4@ = 180° = @ = 20°...ccosvrrrvrrnrrrrrrrrrnrrnnns 1p
Asadar, unghiurile triunghiului ABC sunt m(ABC) = 40°,m(BCA) = 80°,m(BAC) = 60°.......cccccuvrerrurrenne. 1p

Problema 4. Doud muste se misca uniform pe circumferinta unui cerc. Ele pleaca simultan dintr-un punct A de
pe circumferintd in sensuri contrare. Dupd ce se Intdlnesc prima data intr-un punct B de pe circumferinta,
primei muste i-au mai trebuit 4 secunde ca sa ajunga in punctul 4, iar celei de-a doua, continuand mersul sau,
i-au mai trebuit 9 secunde ca sa ajunga in punctul A. De céte ori, intr-un minut, parcurg circumferinta fiecare
dintre cele doud muste?

BAREM DE CORECTURA.

A

Fie I lungimea circumferintei cercului.

Notam cu x lungimea arcului AnB . Rezulta ca lungimea arcului AnB este

Fie t timpul necesar parcurgerii distantelor de la A la B, prima data, acelasi
pentru cele doud muste.

B Daci v, este viteza primei muste si v, viteza celei de-a doua muste avem:

X=t -V =90, SIL =X =1 V3 =4V i 2p
2
. X v 9v v 9 v 3
Obtlnem—=—1=—2=>(—1) = = 1p
’ l-x vy 4v, vy 4 2 2
. X 3 . . 3l . 21
Rezulti: — ==si,deaicix = =, 1ar l — X = —...ioiiiiiiiie e 1p
l-x 2° 5 5

. < 2 , R . . .
Prima musca parcurge El in 4 secunde, deci parcurge [ in 10 secunde. Asadar, parcurge circumferinta de 6 ori
TIEE=UN MINUL. .o e et e st e et eebe e e beeseeese e beesseeseeabeeseeaseeateenseaReesaaeneesseeteenteateenseaneenrens 1p

A doua musca parcurge gl in 9 secunde, deci parcurge [ in 15 secunde.

Asadar, parcurge circumferinta de 4 Off TNEr-UN MINUL.........ocooiiiiii e 1p

Notda: Orice altd rezolvare corectd va fi punctatd conform baremului.
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eX—e~X

Problemal. Fie f:R - R, f(x) = >
a) Demonstrati ca functia f este impara si injectiva.
b) Demonstrati ca functia f este inversabila si determinati inversa acesteia.
c) Rezolvati ecuatia e® — e™ = 2In(x + Vx2 + 1).

BAREM DE CORECTURA

) V13 T ¢ T 1p
A 38115175 L P 1p
b) f surjectivd, FTHR 5> R, 7)) = In(x + VAZ + 1) iiiiiii i 2p
¢) Ecuatia este echivalentd cu f(x) = f~1(x), x € R. Functia si inversa au graficele simetrice fata de
prima bisectoare, intersectia lor va fi pe aceastd dreapta, x = 0 este 0 SOIUti€.......ccccecuirvveriieriienieennnne 2p
Pentru x > 0, graficul functiei f este deasupra primei bisectoare, ecuatia nu are solutii, iar f este impara,
deci NU are NICT SOIULI MEGATIVE. ... vttt ettt et ettt et et et et et e ettt et eae ee e e e n e e e 1p

Problema 2. In multimea numerelor complexe, si se rezolve ecuatia:
7 — (2V3+3i)-z2+ (1 4+ 4V3-i)-z—3i — 6v3 = 0, stiind cd admite radicini de forma b - i, b € R si
2z, + 2, + 23 = 24/3 + 3i.

BAREM DE CORECTURA

Fie z = b - i, o radacina a ecuatiei.

Avem: —b3 i+ (2V3+30) b2+ (1 +4V3 Q) - bi —3i = 6V3 = 0urervirriiiiiiie e 1p
Rezultd: (2v3-b2 —4V3-b—6V3) +i-(=b>+3b%2+b—3) = 0.
. b?—2b—-3=0
Obt :{ .......................................................................................... 1
HIEME g3 _3p2 _p+3=0 P
Din prima ecuatie, avem €8 by = —1, Dy = B e 1p
A doua ecuatie se scrie:
bl —_ _1
(b3=b)—-3(b2—-1)=0=>b(b?*-1)-3(B*>-1)=0=>B* -1)(B-3)=0={b, =3 ............. 2p
b3 S 1
bl 1 Z; = —1
Asadar, {bz 3 {Zz LT LT R P PRI PR PR PR RIPPRITP 1p



Problema 3. In multimea numerelor reale, si se rezolve ecuatiile:
a) log,(log,(5x —4)) =1 + log,(log, x).

b) vloga(x+1) _ 9 — 9 _ (x + 1)1110g(x+1)2.

BAREM DE CORECTURA
5 —4>0
e . . )x>0
a) Conditii de existenta: log,(5x — 4) > 0 S X € (1,00) it e 1p
2
log, x>0

Ecuatia devine: log, (log,(5x — 4)) = log,(2 - log, x) = log,(5x —4) =log, x> > x? —5x+4=0>

X1 = 1 _
{xz _aox= e e e e e e e e e e 2p
x+1>0
b) Conditii de existenta: {x + 1 # 1 2 > 0ttt 1p
log,(x +1) >0
Notim: log,(x + 1) =t > 0 = log, 41 2 = % .......................................................................... 1p
1
Ecuatia devine: 26 —2 = 2 — (2D)VE = 2V = 2 2 £ = 1.ioiio ool 1p
Din ecuatia 1o, (X 4 1) = 1 2 X = Loui ittt it et et e e e e e 1p

Problema 4. Pe o masa sunt 5™ jetoane, n € N”. Irina si Mihai joacd urmatorul joc: ,.fiecare are dreptul sa ia
1,2, 3, sau 4 jetoane si castiga cel care efectueaza ultima extragere”. Dupa un timp de gandire, Irina isi da seama
ca poate castiga, daca Mihai face prima extragere.

a) Pentrun = 2, sa se explice strategia Irinei si determinati numarul de extrageri efectuat de aceasta.

b) Determinati n, stiind ca Irina a avut nevoie de 125 de extrageri.

BAREM DE CORECTURA

a) n =2 = sunt 25 de jetoane

Fiecare poate lua cel putin 1 jeton si cel mult 4 jetoane............ e J1p
Irina va tine cont de numarul de jetoane extrase de M1ha1 in asa fel 1ncat numarul total de Jetoane de la ﬁecare
,,yunda” sa fie constant 5.

Daca Mihai extrage a jetoane, Irina va extrage 5 — a jetoane

1 S A <48 ] S5 =0 S A e e e e 2 P
Mihai Irina Nr. total de jetoane

| a, 5—a, 5

“ az 5_a2 10

1 as 5—a; 15

v ay 5—a, 20

) T Lo T 1

V ag 5—a5 25 g p

b) Pastrand aceeasi strategie, vor fi 125 ,,TUNGR" ... ..o e e e e e e e 1p

Avand in vedere ca la fiecare ,,runda” se extrag 5 jetoane, rezulta ca vor fi in total 125 - 5 = 625 jetoane, de

unde CoNChIdEM CA 71 = 4. ..o e e e e e e e e e e e e e e e 2p

Nota: Orice altd rezolvare corectd va fi punctatd conform baremului.
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Clasa a XI -a

Problema 1. Se di matricea A € M,(R),A = (JZC i’) care satisface egalitatea: [1] 42 +3-4A—2-1, = 0,.

a) Demonstrati ci A% — (tr A) - A+ (detA) - I, = 0,, unde tr A = x + t (urma matricei A).
b) Dati exemple de matrice A € M, (R), care satisfac egalitatea [1].
c) Demonstrati ca matricea A este inversabila.

d) Demonstrati ci inversa matricei A% este matricea A=2 = % CA+ % -1,
e) Caleulati det (- A2 + A72).

BAREM DE CORECTURA

Q) CalCULAITECT. ..ot e e et e e e e e e e e e e e e e e 1p
b) Cautam matricea A € M,(R) cu urma egala cu —3 si determinantul egal cu —2.
a4 (2 2 (1 2
Exemple: 4, = (_4 _5),A2 = (_1 _4) .......................................................................... 2p
¢) Din[1]rezultica A +3-A=2-L=A (3-A+3L)=L=>@A " =3-A+3 L. 1p
d) 42-472=(-3-A+2-1,)- G A+ % . 12) = Ly(calcul direct)........oovviiiii e 1p
1 .9 2\ _ 13 169
e) det(zA + A )—det(z-lz)—1—6 ............................................................................. 2p

Problema 2. Se considera functia f: A c R - R, f(x) = ’%

a) Sa se determine multimea maxima de existentd a functiei f.
b) Sa se studieze continuitatea functiei f pe aceasta multime.

2
c) Sase calculeze lirr%( £(x))x=2,
x—
2
d) Sa se cerceteze existenta limitei lin%( f (x))x‘z.
X—

BAREM DE CORECTURA

a) 2—|x—-2|=20¢e |x—2| <2 -2<x-2<2oxe€[04] ©& A =[04] este multimea maxima de
existenta a functiei f ... P o

(/ , dacax € [0,2)
...................................................................................... 2p
k/ ,daca x € [2,4]

li;rzl fx) = 11£r21 f(x) = f(2) =1 & f este continua in punctul x, = 2, deci pe multimea A.................... 1p
X X

b) f(x)—



1 1
X

— — 2

. 2—-x 1 .. 4—x\x-2 1 T oz 1

C) lim (E) =~ si lim (T) = . Asadar, exista }Cllg(f(x))' 2l = PRTTETTTPPPRPITRIPPRRIP PR P
x<2 5 xX>2

d) Li_r}r%(f(x))x‘z e -2
x<2 5

Asadar, nu exista M (f () ).,

X—

Problema 3. Se considera triunghiul (ABC), determinat de urmitoarele drepte:
(AB):x+2y—4=0
(BC:3x+y—2=0
(AC):x—3y—4=0
a) Sa se determine coordonatele varfurilor triunghiului.
b) Sa se determine ecuatia indltimii din varful A.
c) Sa se calculeze aria triunghiului (ABC).

BAREM DE CORECTURA

_ x+2y—4=0
a) (4B) N (AC) = {4} = {x T 420 P A
_ x+2y—4=0
(4B) n (BC) = {B} = {Sx =0 ™ B0
_ x—3y—4=0
(AC) N (BC) _{C}:{3x+y_2 = 0= LD
b) Inaltimea din varful A are pantam = — mi UNAE TMBEe = =3t it iie e et et e e,
BC
Ecuatia inaltimii din varful Aestey = (¥ —4) 2 X =3y =4 = 0.eoovvrrvrrmiiiiiroee e
]po0 1
C) AAABC=5| 0 2 1| =5 (unitati 08 @r€)... .. e ettt e e e et e e e e
1 -1 1

Sau mAC = é, mAC . mBC = —1 = (AC) 1 (BC)

AC-BC __ v10-V10
2 2

Apppe = = 5 (unitati de arie)

Problema 4. O piesa a unui angrenaj are forma unui patrulater ale carui varfuri intr-un reper cartezian ortogonal

sunt punctele A(2,2), B(9,1),€(14,6), D(1,5), iar unitatea de lungime in reper este de 1 cm.
a) Determinati coordonatele mijlocului M al diagonalei [BD].

b) Demonstrati ca punctele A, M, C sunt coliniare.

c) Determinati aria patrulaterului (ABCD).

d) Daca trei dintre varfurile patrulaterului sunt varfurile unui paralelogram interior placii, determinati aria

acestui paralelogram.

BAREM DE CORECTURA

a) Reprezinta in reperul cartezian ortogonal punctele A, B, C,D..........cccoveiiiiiiiiiiiiiiiiiiie el 1P
DeterMING M (5,3) e ce ittt et e et et et et e et e e e e e e e e e e e e e 1p
b) Verifica coliniaritatea punctelor A, M, C..........oiiniei et et et e e e et e e e e e e e eaeaens 1p
c) Calculeaza aria unui triunghi format de trei dintre varfurile patrulaterului.

(Apapc = 20 cm?; Apape = 20 cm?; Apapp = 10 cm?; Apcpp = 30 CM2) .uuivniinii e 1p
Calculeaza aria triunghiului rimas si determind A gep = 40 CMZ ..., 1p
d) Determind al patrulea VArf P(8,4) .....ouiuuie e iiiiet e e e iee e e ie e e ee e seen e e e ne e L P
Aria acestui paralelogram este A« = 20 CIN1Z L e e e e i an e 1p

Nota: Orice altd rezolvare corectd va fi punctatd conform baremului.
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Clasa a XII -a
Problema 1. O clepsidra are sectiunea axiala din Figura 1. Ea se obtine prin rotirea graficului functiei

f:[0,m] = R, f(x) = cosx in jurul axei (Ox). Determinati volumul maxim al nisipului din clepsidra, astfel
incét acesta sa se poata scurge complet dintr-o parte in alta, atunci cand clepsidra este intoarsa vertical.

BAREM DE CORECTURA
7
LA ° n
2 2
1 + cos(2x)
= nf cos?(x)dx = nf#dx PPV U RPN X 1)
0 0
mow_ m 5

Problema 2. Se considera inelul (Zs, +,7) si functia f: Zg - Zs, f(x) = x> +2 - x> +4-x + 3.
a) Stabiliti tabla adunarii, respectiv tabla inmultirii in Zs.
b) Calculati £(0),£(1),7(2),f(3), fF(®). i ) i
¢) Descompuneti in factori ireductibili peste Zs polinomul p(x) = x3 +2-x2 +4 - x + 3.
d) Demonstrati ca f nu este surjectiva.

BAREM DE CORECTURA
a)
+ 0 1 2 3 7} : 0 1 2 3 7}
0 0 1 2 3 7} 0 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 )
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 7} 0 1 2 3 0 3 1 7} 2
4 7} 0 1 2 3 4 0 7} 3 2 1
Tabla adundrii in Zs.............. 1p Tabla inmultirii in Zs............ 1p
b) f(0)=3; F(1)=0; f(2)=2; f(3)=0; f(4)=0. cdp
Op(x)=((x3+x)+x*+x)+3- (x+1) (x i) (x +x+3) (x+1)(x +6 x+8)—
—(x+1)(x+2)(x+4) PPN o

Sau. p(x) = (x — 3)(x — 1)(x + 1)
d) Im f = {0,2,3} = £ nu ia nici una dintre valorile 1 sau 4. Asadar, avem cel putin un element in x € Zs,
astfel incat f(x) = 1si f(x) # 4.
Rezultd Ca f MU @St SUIJECLIVA. .. ... ittt ittt e e et et et e e e e et e et e e e e e 2p



Sau. Im f nu contine 5 elemente = f nu este surjectie.

Problema 3. Pe multimea G = (—2,2) definim legea de compozitie *: GXG — G, data prin
X*y = ii—z),(v)x,y €EG.

a) Demonstrati ca (G,*) este un grup comutativ.

b) Pentru orice t € G definim functia f:G > R, f(¢) = [,

la grupul (G,*) la grupul (R, +).

BAREM DE CORECTURA
a) Demonstreaza ca legea * este corect definita.
x+2>0
y+2>0 _ 4(x+y) _
), x,yeG= r—2<QX*VE (-2,2) (:)_4+xy € (—2,2).
y—2<0
4(x+y) > _92
cpe o ciel- 4+xy
Justificd inegalitatile ) _ 2Ap
4+xy
Comutativitatea este evidenta.
Asociativitatea.
4(x+y+z)+
(x*y)*Z=%=x*(y*z),(v)x,y,zEG .............................................................. 1p
Element neutru.
_ 4(x+e) . _
x*e——#xe = X, (V)X € (m2,2) 2 € = 0. ottt e e e e e 05p
Element simetric.
D A (I e (/0 05p
2+t
0) F(£) =+ In (E50) o 1p
fit) =f(t) =t = tz(solutie unicé)z)f 70110157 SRS N o
fiGoRf(E)=y€eR=t="7 fe(—z,z) ..................................................................... 1p
Demonstreaza ca f(x xy) = f(x) + f (), (V)X Y, € (m2,2) cenie i e 1p
1x71+1
Problema 4. Seda I, = [; ——dx,n € N.
a) Calculati I, si I;.
b) Demonstrati ca I,,,; + 31, = ﬁ, (V)n € N.
c) Demonstratica limn - [, =
n—-oo
BAREM DE CORECTURA
1 1d 1 3
a)lp=f, “—dx=f dx—3 f—x—1—3-1n(x+3)|0=1+3-ln(z) ................................... 1p
(1 x? 1 (x? 9)+9 _ 9 _ 5 ) 4
Il—fO?dx—fo-'-—z +1—f (x 3+x+3)dx— 2+9 11’1(3) ........................................ 1p
1xM+243.4M 1 1
b)1n+1+3 1 _IT =f0xn+1dx=m. ............................................................ 1p
c)Din0<x<1=x""2<x"=1] ., (V)nEN*
< 1
AVem ca 4In+1 = In+1 + 3 N In+1 S I n+1 + 3 I = :> ITL+1 = d(n+2) [1]. ITL = 4(n+1) .................. 2 p
Pe de alta parte avem:
1 1
41, =1, + 3 In21n+1+3 I, n+2:>[2] M Z gy s 1p
n *
Din [1] si [2], deducem ca ( > <n-I, < 4(n+1)’( Jn €N
Din criteriul ,,clestelui”, deducem ca lim n - I,, = %. P!
n—-oo

Notd: Orice altd rezolvare corectd va fi punctatd conform baremului.



