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Problema 1.

Ioana si Maria, eleve in clasa a IX-a, studiaza la scoald 15 discipline si la sfirsitul primului semestru au obtinut aceeasi
medie generald. Stiind cd fiecare din ele a avut medii de 8, 9 si 10 si numai de acestea iar numarul mediilor de 8 ale
Ioanei este cu 6 mai mare decat numarul de medii de 8 ale Mariei, aflati care este media lor generald pe acel semestru.

Solutie:
Daca a,b,c reprezintd numarul de medii respectiv de 8, 9 si 10 ale Ioanei, atunci a,b,cD{l; 2; 3; ...;13} si in mod

analog, dacd x, y, z reprezintd numarul de medii de 8, 9 si 10 ale Mariei, atunci x, y,zD{l; 2;3; ...;13} ....................... Ip
SI A+D+C=15,TESPECUV X F Yt Z T IS5 it ettt et sttt et e s ebt e e s be e et e e ssbeeenbeeeaee Ip
BAFTID FT0C T BX TP FT0Z ittt ettt e bt e et e e etteeeatteestteessbeeeanteeenseeessseesnstessnseesaseeesnsaeennseenane 1p
7 o o (TSRS 1p
8a+9b+10(15-a=b)=8x+9y+10(15=x=y) = 2(@=X) T Y =B errcoerrirerrccreercere e 1p
Bl 2 U7 STUPPU Ip

b=1, y=13, x=1,z=1,a=7, c=7 si media Zenerald €st€ 9 ..........cccerirrirritrrierierie ettt ee sttt et 1p
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Problema 2.
a) Fie ABCD un paralelogram. Ardtati ca OA+0C = OB +0D pentru fiecare punct O din planul sau.

b) Dacda ABCD este un patrulater pentru care existd un punct O in planul sdu, astfel incat OA+0C=0B+0D,
aratati cd ABCD este paralelogram.
¢) Consideram un triunghi ABC si paralelogramele AMNB si BNPC . Ardtati ca CPMA este paralelogram.

Solutie:
a) Fie O un punct oarecare din planul paralelogramului ABCD, atunci:

OA+0C=0B+0D < 5Z\+(5A+ZE) :(5A+XE)+(5A+X5) « AC=AB+AD -
= AB+BC=AB+AD <~ BC =AD care are loc deoarece ABCD este paralelogram. .......ccocoeveeereenncnnn 3p
sau orice alta rezolvare corect parcursa.

b) Deoarece, conform pasilor parcursi la punctul anterior, OA+0C=0B+0D - BC=AD,daci relatia
OA+0C =0B+0D are loc pentru un punct din planul unui patrulater ABCD, atunci BC = AD, ceea ce
inseamna ca AB|| DC si [AB] E[DC] ,deci ABCD este paralelogram. ........c.ccoceevceeneeneniinieneeneenienneeneens 2p

sau orice alta rezolvare corect parcursa.

¢) Conform cu a), vom avea:
in paralelogramul AMNB, OM +OB =0A+ON iarin paralelogramul BNPC , ON+0OC=0B+OP ... Ip

si suménd cele doud obtinem OM +0C = OA+OP din care, conform cu b), CPMA este paralelogram....... Ip
sau orice alta rezolvare corect parcursa.
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Problema 3.
Consideram toate functiile f:R - R si g:R — R care pentru orice x[IR verifica f (x) +2f (1 - x) =3g (x)

a) In cazul particular f (x) = x’ —x, determinati functia g .
b) Aratati cd, in conditia generala din enunt, pentru orice xR se verificd f (x) =2g (1 - x) -g (x) .

¢) Demonstrati ca atunci cand g este functie monoton crescatoare, f este functie monoton descrescatoare.

Solutie:
a) f(x):xz—x = 3g(x)=x2—x+2(1—x)2—2(1—x) ............................................................................... 1p
= g(x)=x2—x ........................................................................................................................................... Ip
b) Din f(x)+2f(1-x)=3g(x), (0) xOR, rezulta f(1-x)+2f(x)=3g(1-x), (0) xOR ccrverrernece. 2p
si din sistemul celor doua relatii deducem f (x) =2g (1 - x) -g x) ........................................................... 1p

c) Fie x,, x, UR,cu x, >x, sicum g este crescatoare = g()c1 = g(xz) = —g (xl) <-g (xz) (1)
(1—x2) = 2g(1—xl)s2g(1—x2) 2)
Din (1) si (2) deducem implicatia x, >x, = 2g(1-x)-g(x)<2g(1-x,)-g(x,). dar conform cu b),

2g (1 —x) -g (x) =f (x) ,deci x, >x, = f (xl) <f (x2) , ceea ce aratd ca atunci cand g este functie monoton

Totodatd din x, >x, rezultd 1-x, <1-x, = g(l—xl)s g

crescatoare, f este functie MONOtON ESCIESCALOATE. .......ceeeeeruieuiriieruieiiieiieie ettt et ee e 2p
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Problema 4.

Notam cu A multimea progresiilor aritmetice (a;b;c), cu a,b,cD{l; 2;3; ...;2017} sia<b<c.
a) Determinati cate progresii din multimea A au primul termen a =1007 .
b) Aflati cate progresii din multimea A au ratia egald cu 100.
¢) Determinati numarul elementelor multimii A.

Solutie:
a) Progresiile sunt 1007;1007 + ;1007 + 2r si avand 1007 +2r <2017 = r <505, deci r D{1;2;3;...;505} si
inseamna ca avem 505 progresii care au primul termen @ = 1007 .....ccooeeviriiiniinieneeneeneeneeee e 3p
b) Progresiile sunt a;a+100;a+200 cu a <1817, = 1817 ProQresil wovcvereeereeeiieeeiieeeieenieeiie et 2p
2017 -
¢) Progresiile cu primul termen egal cu k sunt k;k+r;k+2r,cu r< OTk

Pentru cazul in care k este par, kK =2n si avem r <1008 —n, deci n D{l; 2; ...;1007}
iar pentru k impar, k =2n+1 si avem r <1008 —n, deci nD{O; 1; 2; ...;1007} .
In total vom avea 1008 +2(1+2+3+...+1007) =1008 +1007 008 =1008" Progresii ...........ccoocreeerreernece. 2p

Observatie:
In mod analog, ordonind dupa ratie obtinem 2015 progresii cu ratia 1, 2013 cu ratia 2, 2011 cu ratia 3, etc. siin

total vom avea 1+3+5+...+2015=1+3+5+...+(20008 1) =1008" progresii.
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Problema 1.
1
Fie multimea de numere complexe M Z{ZDC*/ z+— SZ}.
z
a) Aratatica 1+2i00M si2+i0M .
b) Daca zUOC si |z|=1,aréta‘gi ca zOM .
¢) Dacid zOC si z°OM , aritati cid zOM .
Solutie:
a) |1+2i+ S T 2 S 2 e et 2
+2i P
2+i+ 1.|=...= 32>2 ...................................................................................................................... 1p
2+i] 75
1 1
b) Daca |z|=1,atunci Z+_S|Z|+HSZ > ZHM e e 2p
z z
sau z=a+ib cu a’+b’ =1 = |a+ib+ i =|a+ib+a—ib|=2|a|s2 = zOM
a+ti
. , 1° 1, 1 , o1
¢) Incazul z"UOM ,avem |z+—| =| z+—| |=|z +—+2|<S|z" +—|+2<4 = zOM .o 2p
z z z z
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Problema 2.

2
Considerdam ecuatia (sin x+ \/5 [¢os x) -5=cos (%T - xj .

. 191 . . ..
a) Demonstrati cd x = T este solutie a acestei ecuatii.
b) Determinati multimea tuturor solutiilor acestei ecuatii.

< L . . . . . . [a
c¢) Dacd alR este cea mai mica solutie pozitiva a acestei ecuatii, calculati sin 5

Solutie:
(ﬂ j \/gcosx+sinx
cos g—x :'":f ............................................................................................................ 1p

. . . T T
si ecuatia devine 4cos’ [g —xj -5= COS(E _xj

_lom

a) x =3n+§ = 400> (=371) =5=c0S(=37) © A=5= =1 oo 2p

b) cos(g—xj=t, tD[—l; l], 4 -t-5=0,

t1=—D[—1; 1], ........................................................................................................................................... Ip
f=-1 = cos(——xj——l = Dy =(2k+1) 7T = x= LA, KDL oo Ip
c) a=7?n ...................................................................................................................................................... Ip
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Problema 3.

a) Aratati ca {2 —\/g} =3-4/5 , unde {a} este partea fractionard a numarului real a.

. 1+ TR . . . <
b) Calculati b* —b, pentru b = si aritati cii in acest caz b si b” au aceeasi parte fractionara.

¢) Dacd x este un numdr irational si ¢ un numadr rational nenul, demonstrati cad suma si produsul lor sunt numere
irationale.

d) Dacd x este un numadr real Incat { X } ={ xz} ={ x3} , demonstrati cd x este numar intreg.

Solutie:

a) {a}=a—[a]=2—\/§—(—l)=3—\/§ ............................................................................................................. 2p

b) b*=b=10Z = {5} Z{B} oo 1p
c¢) Dacd x+¢g=pU0Q = x=p—-¢gUQ conntradictie cu xOR\NQ ....cooooiiiiiiiiiiiiiii, Ip
Daca xlg =r0Q = x=LDQ conntradictie cu xORNQ ..o 1p

q

d) Din{x}={x2} = x’-x=n0Z iardin{xz} ={x3} = x3—x2=x(x2—x)=x51DZ si atunci
dacd n=0 atunci x=00Z%Z sau x=10%Z
dacd m#Z 0 atunCi XLTQD eeiiiiiiii ittt ettt ettt e h ettt b et et e st e e s aaeeteeebee e 1p

+/dn+
%DQ — Jan+10N = Jan+1=2k+1, kON,

din care $€ ObfINe X, , [1Z .oooiiiiiiiiiiii Ip

dar x0Q, n0OZ si X’ ~x-n=0 = x, =

sau prin reducere la absurd:

< a . - . . .. . . a
Daca x = 3’ cu adZ* si PON*, b>2 este numir rational exprimat ca fractie ireductibila, atunci x* = —

2
a
b

a’—ab _
b

si obtinem x* —x=n0Z -

=n o n e az=b(nb+a) = b/a’ contradictie.

S e
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Problema 4.
La un turneu de sah au participat n fete si 2n baieti. Fiecare doi participanti au jucat intre ei doar o singurd partidd si
nici o partidd nu s-a incheiat remiza. La incheierea concursului, raportul dintre numarul de victorii obtinute de fete si

o T . 7 . 9 T R .
numarul de victorii obtinute de bdieti a fost 3 Daca notdm cu x numarul total de victorii obtinute de fete in partidele cu

baieti, se cere:
a) Si se demonstreze ci x < 2n’.

b) Si se demonstreze ci 8x =17n" —3n.
¢) Sa se determine numarul de fete participante la acel turneu de sah.

Solutie:
a) Numirul de meciuri jucate intre un biiat si o fatd este 7217 =21" = X< 21" ooovoieeeeeeeeeeee e 2p
nln-
b) Fetele au jucat intre ele % partide iar bdietii au jucat intre ei n(2n - 1) partide «......cceeveeeerieeniieeennen. Ip
§ L n(n-1) . L )
Numarul de victorii ale fetelor este — + x iar ale baietilor este n(Zn - 1) T2 =X e Ip
n(n-1
Rezulta SEEM-FX} =7[En(2n—l)+2n2 —x} ...................................................................................... 1p
2
din care S€ ODTNE 8X = 1777 =37 wvcviviveveieeeeeeeeeeeee ettt ettt 1p

¢) Din xON*, x<2n® si 8x =17n* = 3n rezultd n(n—3) <0, deci nD{l;Z;S} . Verifica n=3 .....cccccuunn. 1p
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Problema 1.

Considerdm matricea A = (6 ] si multimea G a matricelor X (a) de forma X (a) =L +alA,cu alR \{ —1} .

a) Demonstrati cd pentru orice X (a), X (b) UG are loc X (a) X (b) =X (ab+ a +b) si X (ab +a +b) uG.
b) Ardtati cd orice matrice X (a) 0G este inversabild si X' (a) =X [_—fl] .
a

c) Calculati X' (5)0x (41)X ' (6).

Solutie:

a) X(a)IX (b)=(L, +alA)(L,+bTA) = I, +bTA+a A+ abA® ..o 1p
A% S A ettt a ettt s et s e s et s s Ip
X(a)X (b)=1,+(a+b+ab)d, =X (a+b+ab) si
a+b+ab=(a+1)(b+1)=12-1 = X(ab+a+b)IG .cccocevverrririerriirrceriesecrereeeeeesese e 1p

b) I, =X (0) si X (@)D (@) = X (0) coeerreeerrremiereeeiereeiiseceeiseeeeiee e Ip
= aata+ta'=0 = a'=a_+1¢—1 = X l(a):X(a_flj ................................................................... Ip

¢) Folosind X (a)X (b)= X ((a+1)(b+1)-1) = X (a)X (b)X (c) =X ((a+1)(b+1)(c+1)=1) ........... Ip

= X)X (41)X " (6)=X (—%) X (41) X (—gj =T X (0) =L, e 1p
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Problema 2.
=5 4 7
Fie AUM, (R) o matrice inversabild si A*=| 2 -2 -2 | adjuncta matricei A.
1 0 -1

a) Determinati inversa matricei A*.
b) Demonstrati ca A[A*= A*[A=all,, unde a =det A este determinantul matricei A.

c) Determinati matricea A.

Solutie:
1 2 3
a) (A*)_l—% 0 =1 2 | et 3p
1 2 1
b) A'l—lDél* = AFLAZT ATAF T AL, ettt e e 2p
a

= - =5 = a=%2 = A=|0 -1 2|sawu A=-|0 -1 2] ... Ip

1
0
1
-5a°
4 1 2 3 1 2 3
J 1 2 1 1 2 1
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Problema 3.
a) Fie a, pOR, a#b. Determinati @ OR pentru care lim x” (\/x +a—-x+ b) este finitd si nenuld.

X - 00

b) Calculati lim/x (Va+1+x+2 +Jx+3-3Vx).
¢) Fie nON*sia, a,,...,a, R cu a +a,+..+a, =0. Calculati lim(alxlx+1+a2\/x+2 +...+an\/x+n).

X - 0

Solutie:

ol — —\_._ (a-b)B"
a) 11}'2)6 ( x+ta- x+b)—£1§m .............................................................................................. 2p

si limita este finitd si nenuld cand a =% ........................................................................................................ Ip
b) ligﬁ(Jx+1 +Jx+2 +Jx+3 —3\/}) :1153&((m—&)+(M—&)+(m—&)) ............. Ip
{133&(@—&)+£152\/§(\/)H_2—\/})+1:§J}(\/m—\/§)=3 ...................................................... 2p

c) Deoarece a, +a, +...+a, =0, putem scrie

tim (1 + a5 72+t =lim (a (Vi1 5+ a, (Ve 2 =35 +ra, (Vo 7))

X — 00 X — 00

si se obtine lim(alxlx+1 ta,Nx+2 +...+an\/x+n) S0 Ip

X - 0
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Problema 4.
Un crocodil si o zebrd se afla de o parte si de cealaltd a unui riu iar in figura se aratd cum crocodilul, aflat in pozitia C,

poate ajunge la zebra aflata 1n pozitia Z pe un traseu [CP] + [PZ] , unde P D[AZ] iar triunghiul ACZ este dreptunghic

_4x° +180

in A. Sestieca AZ =22,5 m iar T(x) 57+ 10 P
X . e----------- o eoooooooooeeeneas -

Z (zebra)
2

exprima 1n minute timpul necesar crocodilului pentru
a parcurge traseul [CP] + [PZ] ,unde x = AP.

- - albia raului

Se cere:
a) Calculati in cat timp ajunge crocodilul la zebra doar inot, adica parcurgand segmentul [CZ ] .

b) Calculati 1n cat timp ajunge crocodilul la zebrd daca traverseaza riul pe drumul cel mai scurt, [CA] .

¢) Determinati timpul minim In care crocodilul poate ajunge la zebra.
d) Aratati ca, pentru orice duratad ¢ [J (8;18], crocodilul poate alege doua trasee pentru a ajunge la zebrd in ¢ minute.

Solutie:
) T(22,5) T18 MUNULE  eoeeumeieereeeieseies e eeeasseeeessee s eesss ettt Ip
b) T(O) N R 111011 PRSP SRPRPP Ip
4 x*+4x-4
I T T i ke Ip
5 (x+2)
$i X" +4x=45=0are X, T520 $1 X, T =9 K0 worveeieieeeirerere e Ip
2
+
= functia T:[O; 22,5] >R, T(x) :M este
5x+10
strict descrescatoare pe [0;5] si strict crescatoare pe [5;22,5] ................................................................... Ip
deci T(S) =8 minute este timpul minim In care crocodilul poate ajunge la zebra. ............ccccecveiiniennene 1p
_4x° +180

d) Functia T': [O; 22,5] - R, T(x) , fiind continud, descrescitoare pe [0;5] si strict crescatoare

5x+10
pe [5:22,5], cu F(5)=8si F(0)=F(22.5)=18 =
= pentru orice tl](8;18] vor exista x, D[O; 5) si x, D(S; 22,5] cu T(xl) :T(xz) SL o, Ip
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Problema 1.
Fie polinomul f =X*+4X*+9X*+aX +b, a,beR si X, X,, X, X, € C ridicinile lui.
b) Determinati coeficientii @, b eR in cazul in care f are x, =x, =—1.

c) Pentru a=10 si b=4, notand cu a si F radacinile complexe nereale ale polinomului f , sa se calculeze
2017

S=(a+2)" +(p+2)"".

Solutie:

a) Dinrelatiile Victe, S;=-4 81 S, =9 = X +X +X +X. =57 =25, = =2 coreririnereeriene e 1p
siavand f cu coeficienti reali si X’ +X. + x5 +x7 <0 => cel putin doui radicini sunt complexe nereale si
astfel cel mult dOua SUNE FEAIE. .......c..iiiiiiie bbbt 1p

T T T Y 1p
> A= 00, D= ettt bbbttt 1p

0) f=X*+4X>+9X? +10X +4=(X+1)" (X* +2X+4) oot 1p
= *+2a+4=0, fP+2B+4=050i @° =8, LP=8 i 1p

2 2017 ﬂz 2017 l
= S=(a+2)" +(p+2)" = (_“7] (_7] - _W(a‘m“ +,84°34) == 20 s 1p
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Problema 2.
Irina, eleva in clasa a XII-a, gaseste din Intdmplare o ciorna 1n care colegul ei, Mircea, incerca sa rezolve o problema.

Din ciorna ea constatd ca este vorba de o structurd de corp comutativ (R; *;o ), izomorf cu (R; +; - ) printr-o functie de

gradul I si in care e =4 este elementul neutru al operatiei ”*” iar e =5 este elementul neutru al operatiei ”>”. Folosind
aceste informatii si stiind ca Irina a rezolvat corect intreaga problema, raspundeti la urmatoarele cerinte:

a) Ardtati ca functia care realizeaza izomorfismul este f :(R; *;0)—(R; +;-), f(x)=x—-4.
b) Demonstrati ca X*y=X+y—4 si Xoy=xy—4x—-4y+20.

c) Determinati opusul si inversul lui 2017 1in structura (R; *:0 )

Solutie:

a) Avandin (R;#;0) e=4si e=5,dacd f:(R;*;o)—>(R; +;-) este izomorfism, f(4)=0si f(5)=1.... 1p

f(x)=ax+b, f(4)=0si f(5)=1 = a=1, D=4 ., 1p
b) f(xxy)=f(X)+f(y) = x*y—4=(X=4)+(Y—4) = XFY=X+Y =4 ciriirinssnesnn, 2p
f(xey)=f(x)-f(y) = Xoy—4=(x—4)-(Yy—4) = Xoy=Xy—4X—4Y+20 ..cccooceurimrrimrrrirrrrrrrerrenns 1p
c) Daca x' este simetricul lui X in (R; * ), x*X'=4 = Xx'=8—X = 2017'=-2009 ......ccccoceerrrrrmrrnrrrnrrrnee. 1p

4x-15 8053
- —
X—4 2013

respectiv x" este simetricul lui x in (R; ), x*x"=5 = Xx"=
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Problema 3.
Pretul de utilizare a unui aparat este suma dintre pretul de achizitie si costurile de intretinere. Consideram ca acest pret
X
este dat de functia C(X) =10.000+¥ J/2t-1dt, unde x>0 reprezintd numarul de ani trecuti de la momentul T =0
0

al achizitiei pana la momentul T = x iar C (X) este pretul de utilizare la X ani de la achizitie, exprimat in lei. Se cere:

a) Determinati care este pretul de achizitie al aparatului?
b) Determinati care a fost pretul de intretinere al aparatului la finalul primului an de utilizare.
C) Aratati ca pretul de intretinere al aparatului la finalul celui de al zecelea an de utilizare nu ajunge la 5030 lei.

Solutie:
8)  ©(0)Z10.000 181, ..vvrverrevrrrssrerresssssessessssseseesssssssesss s s 1p
[¥/2t-1 dt= g(Zt ~1)3f2t —1‘; = g[(ZX—l)i’/Zx—l—lJ deci C(x)=9.900+100(2x—1R/2x 1
0
D) C(1) 220,000 ...vvvrssvevreessseveeesssessesss s 2p
deci, pentru primul an de utilizare, pretul de intretinere este de 0 1€i ..........cceveveviiieiecieieieieeeee, Ip
€) C(10)=C(0) =100+ (19919 —1) vt 2p

C(10)—C(0) <100-(19-2,7 =1) =5.030 el worcceversvverrrrvenesseenssseenssseensssesnssseens oo 1p
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Problema 4.

Consideram functiile f:R—>R, f(x)=€" si F:R—>R, F(x)=]f(t)dt. Se cere:
0
a) Demonstrati ca functia F este derivabila si F'(x)= f(x).

1
b) Calculati IX f(x) dx.
0

1
c) Calculati IF (x) dx.
0

d) Aratati ca limF(x)=+oo si calculati lim XfF()((;()

Solutie:

a f:RoR, f (X) =e* este continui pe R = este primitivabild si integrabila pe fiecare interval [0; X] cR

= dacd F, ej f (x)dx atunci F(x):j f(t) dt=F,(x)-F(0)
0
= F este derivabild si F'(X) = f (X). oo 1p
! 2 1 2 1 e-1
b) !xe dx=§e B g e R e 1p
) Alegand U=F (X), V'=1 = U= f(X), VEX teeiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeee e Ip
1 1
= _[F(x) dx:x-F(x)t—Ix F ' (X)OX it 1p
) . e
= | F(X) AX=F (L) = | X T (X)X =t ettt ettt e e e e e re e 1
JF (0 dx=F@-[x-f ()ax== p
d t>1 = e’ 2e = F(x)=_|.et2 dtz_[e dt =ex, deci limF(X) =400 i, 1p
0 0
: x-F(x)(g)_ F(x)+x-f(x)(5]. e +e’ +2x%" . 2x*+2 1
lim = lim - = lim - — =i 5 S e ———— 1p
on f(x) o= 2xe” on 0eX LAx%e* o AX+2 2



