MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

CONCURSUL
DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI*

ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
INSPECTORATUL SCOLAR i CONSTRUCTII DE MASINI
JUDETEAN IASI 18 martie 2017 ST MANAGEMENT INDUSTRIAL

Filiera Teoretica : profilul Uman

Clasa a IX-a

Problema 1.
Se considera functiile f (X) :(m—l) X2 +2(m—2)x—3+ m meR, m#1.

a) Sa se determine m astfel incat G, sa intersecteze axa (OX) in doud puncte separate de axa (Oy) .

b) Sa se demonstreze ca parabolele G, (graficul functiei f ) trec printr-un punct fix (cu coordonatele

independente de m).

Problema 2.

Pe latura [AB] si diagonala [AC] a paralelogramului ABCD se iau punctele M si respectiv N astfel incat
- 1

AM = EE $i AN = %E Demonstrati ca punctele M, N si D sunt coliniare.

Problema 3.

Sa se determine patru numere reale in progresie geometrica stiind c¢a suma termenilor extremi este egala cu triplul

mediei aritmetice a termenilor egal departati de cei extremi, iar primul termen este ae R”".

Problema 4.

a) Media varstelor persoanelor dintr-o cameri este egala cu numarul lor. In camera intrd un barbat de 29 de
ani. Surprinzator, media varstelor persoanelor raméne egala cu numarul lor. Cate persoane erau initial Tn camera?

b) Un elev a ales un numar intreg, 1-a inmultit cu 0,42 si rezultatul 1-a aproximat cu cel mai apropiat intreg.
Dupa aceasta a inmultit numarul astfel obtinut cu 0,42 si rezultatul 1-a aproximat din nou cu cel mai apropiat intreg,

ultimul fiind egal cu 8. Ce numar a ales elevul?

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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Problema 1.

Rezolvati in R ecuatiile:
a) log,(log,(5x—4)) =1 +log,(log,x)

b) 2?-'l0g5|:x+1} —2=2— (x + 1:]_,|.|'lngx+._2

Problema 2.

&
14|

a) Sa se demonstreze ca functia f este strict crescatoare pe R.

Se considera functia f: R — R, f(x) =

b) Sa se rezolve in R ecuatia f(x) = m, m € R. Discutie dupa valorile parametrului m.

Problema 3.

a) Sase demonstreze ca: 3/20+14\/§ +3/20—14\/§ =4,
b) Sise rezolve ecuatia: V7 —x ++/x —5 = /2.

Problema 4.

a) Sisif card in fiecare zi cite o piatra din varful unui munte. In prima zi i-au fost necesare 7 ore urcand si

coborand.

A doua zi a petrecut 8 ore urcand si coborand. In fiecare zi urci de doud ori mai incet decat in ziua
precedenta, dar coboara de douad ori mai repede. Cat timp va munci in cea de-a treia zi?

a) Pe cele doud maluri a ale unui rau se afla doi palmieri inalti de 10m, respectiv 15m. Distanta dintre ei
este de 25m. In varful fiecarui palmier st cite o pasire. La un moment dat, la suprafata raului, pe linia ce uneste
palmierii apare un peste situat la distante egale cu cele doud pésari. La ce distantd de palmierul cel mai inalt a

aparut pestele?

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.
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Problema 1.

La livrarea din fabrica catre dealer, un autoturism are pretul de 7500 euro. Dealer-ul aplica un adaos
comercial de 10%, iar la suma adaugata se aplica un TVA de 20%, obtindndu-se astfel pretul de vanzare. Un
cumparator achita un avans de 20% din pretul de vanzare, urmand ca restul sa fie achitat in 24 de rate lunare
egale.

a) Care este pretul de vanzare, fara TVA, al autoturismului?

b) Care este pretul de vanzare al autoturismului cu TVA?

c) Cat este rata lunara?

Problema 2.
In tabelul de mai jos este inregistrata distributia elevilor clasei a XI-a dupa numarul de pagini scrise la

simulare la proba de limba romana:

Numar pagini Numar de elevi
0-4 10
4-8 16
8-12 5
12-16 1

Se cere:
a) Calculati media si mediana seriei statistice.

b) Aratati ca abaterea medie patratica este mai mica de 3,10.

c) Care este procentul elevilor care au scris mai mult de 8 pagini?

Problema 3.

< s . R - . . 1 ..
Daca tatal ar avea cu 7 ani mai mult decat are, atunci varsta actuala fiului mai mic ar fi E din varsta

. N .. .1 e e . R . g
tatalui. Peste 15 ani varsta fiului mai mare va fi E din varsta tatalui. Sa se determine varsta fiecaruia, daca

peste 18 ani suma varstelor celor doi copii va fi egala cu varsta tatalui.

Problema 4.
La balul de absolvire a liceului participantii sunt asezati cate sase la fiecare masa. Sa se arate ca la

fiecare masa exista trei persoane care se cunosc intre ele sau trei persoane care nu se cunosc deloc.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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Clasa a Xll-a

Problema 1.

x 1
Se considerd matricea A(X) = (1 J , unde X este numar real.
X
a)  Calculati det(A(-1)).
10
b)  Determinati numarul real x pentru care A(X)- A(—x) =l,,unde I, = [O J.

)  Calculati det(AL) + A(2) +...+ A(N)).

Problema 2.
010 1 00

Se considerd matricele B=|0 0 1|,1,=|0 1 0|si A=al,+bB+cB?, undea, b, ¢ sunt numere reale.
100 0 01

a)  Sise calculeze B®siB®.
b)  Sise demonstreze ca (a+b+c)det(A) >0, pentru orice a, b, ¢ numere reale.

Problema 3.
Pentru orice n numar intreg se considera punctele A, (3n+1, 1-3n)si B (2n—-1, 4n-3).

a)  Determinati aria triunghiului AjA B, .
b)  Demonstrati ca exista K, | numere intregi astfel incat A, =B, .

Problema 4
Alin si Dan joacd urmatorul joc. Alin alege un numar a, apoi Dan alege un numar Xx. Dupa aceasta, Alin alege
1 a 0
un numar b si apoi Dan alege un numar y. Formam matricea M =| 0 b x|, unde a, b, X, y sunt numere reale.
y 01
Matricele de aceastd forma, care au determinantul egal cu 1, se numesc matrice norocoasa. In acest caz, Alin
castiga jocul.
a)  Cine castiga joculdacaa=1,b=-1,x=0,y=-1?
1 00
b) Fie A=|0 1 O/, undey este numar real. Aratati ca A este 0 matrice norocoasa.
y 01

c)  Determinati valorile lui a si b care asigura victoria lui Alin, oricare ar fi alegerile facute de Dan.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.
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Problema 1.
Se considera functiile f (X) = (m—l) X%+ 2(m—2)x—3+ m meR, m=1.

a) Sa se determine m astfel incat G, sa intersecteze axa (OX) in doud puncte separate de axa (Oy).
b) Sa& se demonstreze ca parabolele G, (graficul functiei f,) trec printr-un punct fix (cu coordonatele

independente de m).

Solutie:
a) Se impun conditiile: A>OR Ita e 2 pct
onditiile: ezultd I T .
P t P<0 P= m-3 <0 P
m-1
Obtinem m € (1,3) ----------------- e 2 pct.
b) Conditia ca parabolele sa treaca printr-un punct fix: Punctul A(a, b) IS Gfm , VmeR \{l}
Impune (m-1)a*+2(m-2)a—3+m=>b, YmeR\{1} ---------e- e 1 pet.
Rezultd a=—-1 §i D=0 ---mmmmm e - 2 pct.
Problema 2.

Pe latura [AB] si diagonala [AC] a paralelogramului ABCD se iau punctele M si respectiv N astfel incat
AM = iﬂ_ﬁ: si AN = %fTﬁ Demonstrati ca punctele M, N si D sunt coliniare.

Solutie
NM = ZAB — AN = ZAB — ZAC ---mre-rmmemrosemeoenneces e 2 pet
[T T e —— - ---- 2 pct
ND = —5(2 A8 — L A0 cmommm e S
E = EEB ZAC) 1 pet.
N D = — BN M e 1 pct.
Deducem ca punctele M, N, D sunt coliniare.----=-====-=====mmmmmmmmmem oo 1 pct.
Problema 3.

Sa se determine patru numere reale in progresie geometrica stiind ca suma termenilor extremi este egala cu
triplul mediei aritmetice a termenilor egal departati de cei extremi, iar primul termen este a € R".



Solutie:

Scrie numerele a, ag, ag?, aq®, unde q este ratia progresiei GEOMEtriCe ------======zmmmmmmmmmmmmmmmmmmnn 1 pt.
Impune conditia a + ag®= 3 - eqﬂq -------------------------------------- 1 pct.
Aduce laforma2(1+g3) =3 - q(g + 1) -—-mmmmmmmmm e 1 pct.
Obtine ecuatia (g + 1)(2g° —5G +2) = 0 cmmmmmmmmmmm e --- 1 pct.
1
Rezultd: ¢, =-1 q,=2, 0, = 2 = e e e e e e e e e e 2 pct.
~a; —a;a; -a
Obtinem progresiile geometrice: { — a; 2a; 4a; 8a ----- m=emeememmememeeeeeeenee 1 pct.
= a a_ a
—a ;-
- 2 4 8
Problema 4.
a) Media varstelor persoanelor dintr-o camera este egala cu numarul lor. In camera intrd un barbat de 29
de ani. Surprinzator, media varstelor persoanelor raimane egald cu numarul lor. Cate persoane erau initial in camera?
b) Un elev a ales un numar intreg, 1-a Tnmultit cu 0,42 si rezultatul 1-a aproximat cu cel mai apropiat intreg.

Dupa aceasta a inmultit numarul astfel obtinut cu 0,42 si rezultatul 1-a aproximat din nou cu cel mai apropiat intreg,

ultimul fiind egal cu 8. Ce numar a ales elevul?

Solutie:
a) Fie v,v,,...,v,, varstele celor n persoane.

A BN o o ] e 1 pct.
n
Apoi V1+V2+'"+V”+29:n+l ..................................................................................... 1 pet.
n+1

2
Rezulta n +29:n+1:>n:14 ..................................................................................... 1 pct.

n+1

b) Fie x e Z numarul ales de elev si y € Z rezultatul primei aproximari.

Din enunt deducem y—0,5<x-0,42<y+0,5 (1)si 7,5<y-0,42<85 (2) ceeeviviiiiriiiiiiiiiiiiinnn, 1 pct.
Din relatia (2) rezulta y € [18, 20], Y E e e 1 pct.
Folosind relatia (1) obtinem X €[42,48], XE€Z ........cccciiiiiiiiiis i, 1 pet.

Elevul a ales unul dintre urmatoarele numere: 42, 43,44, 45, 46,47, 48. ..o, 1 pct.
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Problema 1.

Rezolvati in R ecuatiile:
a) logy(log,(5x—4)) =1 +log,(log, x)

b) Z?III.DEZI:I‘fl:I —2=2— Ex + 1)_,{|'lngx+._2

Solutie:
a) Conditii de existenta:
5x-4>0
log, (5x—4)>0. Obfine X € (1,00) =w=-nmmmmmmmmmmee oo 1 pct.
log, x>0
Scrie ecuatia log, (log, (5x—4))=log, (2log, x) S — ---- 1 pct.
Obtine X% — 5X + 4 = 0 mmmmmmmm e 1 pct.
Rezolva si alege valoarea X =4 ---------=--mmmmmmmmomee mmemmmemememeeeeeemena- ---- 1 pct.
b) Conditii de existenta:
X+1>0
X+1#1 Obtine x > 0 ---------- mmemmmemeemeeeeeeeeeeneoe --- 1 pct.
log, (x+1)>0
Noteazd log,(x + 1) =t,t =0
Obtine x + 1 = 2% gj scrie ecuatia 2¥F —2 =2 — 2VF <. e 1 pct.
Rezultd X =1 ----mmmmmmmm oo --- 1 pct

Problema 2.

X

Se considera functia f: R — R, f(x) = 1+l=]

a)  Sase demonstreze ca functia f este strict crescatoare pe R.

b)  Siserezolve in R ecuatia f(x) = m, m € R. Discutie dupi valorile parametrului m.

Solutie:

a)  Expliciteaza functia - 1 pct.
Studiaza monotonia pe intervalul (00, 0) ==-==-======mmmm s 1 pct.
Studiaza monotonia pe intervalul (0, +00) ==-======m-mmmmmmm oo 1 pct.
Concluzie mememmmemem e e 1 pct

. m
b)  Rezolvd f(x) = m,x < 0 i gaseste x=——, me(-10). --- --- 1,5 pct

m+1




Rezolva f(x) =m,x = 0 gi giseste x = ﬁ,m € [0,1) ---mmmmmm e 1,5 pct

Problema 3.

a) Sa se demonstreze ca: 3/’20+14\/§ +3/20—14\/§ =4,
b) Si se rezolve ecuatia: V7 —x +x — 5 = 2.

Solutie:
a)  Noteaza J20+142 =a si 320-1442 =b e — 1 pct.
Deduce ca a-b=2 ---------mmmmmmemmm - mmmmememmemeeeeeeee --------- 1 pct.
Noteazd a+b=t siobtine ecuatia t¥ — 6 — 40 = 0 ~mmoemmmmeem e 1 pct.
Obtine t =4 --m-mmmmmm oo - 1 pct
b)  Obtine conditia de existentd x € [5,7] ----------=-==-====- - - 1 pct.
Rezulta (7—X)(X—5) =0 —-mmmmemmeeeeeee- mmmmmmemmeeeeeee- m=mmmmem—em—emeeeeeeeeeeee 1 pct.
Rezultd x=5 sau x=7 mememmeememmeeeeeeeeeeeee e e - 1 pct.
Problema 4.

a) Sisif card in fiecare zi cite o piatra din varful unui munte. In prima zi i-au fost necesare 7 ore urcand si
coborand.

A doua zi a petrecut 8 ore urcind si coborand. In fiecare zi urci de doud ori mai incet decat in ziua
precedenta, dar coboara de doud ori mai repede. Cat timp va munci in cea de-a treia zi?

b) Pe cele douda maluri a ale unui rau se afla doi palmieri inalti de 10m, respectiv 15m. Distanta dintre ei
este de 25m. In varful fiecarui palmier sta céte o pasire. La un moment dat, la suprafata raului, pe linia ce uneste
palmierii apare un peste situat la distante egale cu cele doua pasari. La ce distantd de palmierul cel mai nalt a
aparut pestele?

Solutie:
a) Noteazd X — timpul de urcare in prima zi si cu (7 —X) timpul de CObOTAre =-----------=---------- 1 pct.
A doua zi timpul de urcare este 2x si de coborare este 8 —2X -------m--m-mmmmmmmmm oo 1 pct.
Din 8 — 2x = == obfine X =3 ----nrrmmrmmrmeemeeneennen S —— 1 pct.
A treia zi obtine timpul de urcare 12 ore si de coborare lora (asadar a treia zi munceste 13 ore)------- 1 pct.
D) DESeN ------mmmmmmm o e LR 1 pct.

10m

Asadar x? = y* + 157 gi x% = 107 + (25 — y)? oorrmmmmmmmmeeeeeeee S 1 pct.

Rezulta y= 10 = -—- i —————— 1 pct
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
Problema 1.

La livrarea din fabrica catre dealer, un autoturism are pretul de 7500 euro. Dealer-ul aplica un adaos
comercial de 10%, iar la suma adaugata se aplica un TVA de 20%, obtindndu-se astfel pretul de vanzare. Un
cumparator achita un avans de 20% din pretul de vanzare, urmand ca restul sa fie achitat in 24 de rate lunare
egale.

a) Care este pretul de vanzare, fara TVA, al autoturismului?

b) Care este pretul de vanzare al autoturismului cu TVA?

c) Cat este rata lunara?

Solutie:
@) 7500+10%7500=8250 (BUD).. .. .eutritint et et ettt e e et 2p
D) 8250+20% 750=8400 (BUID)... ... ettt e e e 2p
C) 20% 8400=1680 (BUMD) .. .euvinreet ettt et et ettt et et et et et e et e e Ip
Rata lunara este: (8400-1680):24=280 (BUI0).......verininteriiie i, 2p
Problema 2.

In tabelul de mai jos este inregistrata distributia elevilor clasei a Xl-a dupa numdrul de pagini scrise la

simulare la proba de limba romana:

Numadr pagini Numar de elevi
0-4 10
4-8 16
8-12 5
12-16 1

Se cere:

a) Calculati media si mediana seriei statistice.

b) Aratati ca abaterea medie patratica este mai mica de 3,10.

c) Care este procentul elevilor care au scris mai mult de 8 pagini?

Solutie:
a) Observa ca seria de frecvente pe intervale de variatie are valorile frecventelor X; uniform distribuite.

Nr. pagini Nr. elevi X; X; f, Me X f,
0-4 10 2 20 10 40
4-8 16 6 96 26 576

8-12 5 10 50 31 500
12-16 1 14 14 32 196
T:32 T:180 T:1312




_ f.
X = L L 180/32=5.625 e 1p
2.

Notam cu Ly locul medianei Me in cadrul seriei statistice:

f+1
LMe:ZT':33/2:16.5 => Mee[4,8](intervalul median).................cooiiiiiiiiiiiin. Ip

Cumuleaza crescator frecventele absolute si se determina acea frecventa cumulata crescator care este imediat
mai mare sau egala cu locul medianei (LMe). Intervalul care corespunde frecventei absolute cumulate ce
indeplineste conditia de mai sus este intervalul median. Calculam Me dupa formula:

Me=x, + D Le = Fue 4+(4-16,5-8)/16=T,63 ... ..oniiiiiiiiiie e Ip
Me
S-a notat astfel: xo=4 este lungimea intervalului median; Fye=8 suma frecventelor pana la intervalul median;

fue=16 frecventa absoluta a intervalului median.

b) o =0

2 szf 2 2
o° = Z . x“ =1312/32 — 5,625 =41-31,640625=9,359375......c.cevivireeeeeenn Ip
Finalizare o =3,06<3,10. ... .ottt Ip
c) calculam procentul elevilor care au scris mai mult de 8 pagini:
W=m/n=(5+1)/32=0,1875 sau 18,75%=> 18,75% au scris mai mult de 8 pagini.......... 2p
Problema 3.

. . R o . S 1 .. .
Daca tatal ar avea cu 7 ani mai mult decat are, atunci varsta actualad fiului mai mic ar fi g din varsta

. oA .. 1 .. e as . R . <
tatalui. Peste 15 ani varsta fiului mai mare va fi E din varsta tatalui. Sa se determine varsta fiecaruia, daca

peste 18 ani suma varstelor celor doi copii va fi egald cu varsta tatalui.

Solutie:
Fie a varsta fiului mai mic, b varsta fiului mai mare si X varsta tatalui ...............cccoeeennn... Ip
Din enunt avem:
X+7=06a
2-(b+15) = X+15 3p

(a+18)+(b+18)=x+18

Obtine: a=7ani; b=10ani; $I X =35aN1 .......coeiriiitiiii e 3p

Problema 4.
La balul de absolvire a liceului participantii sunt asezati cate sase la fiecare masa. Sa se arate ca la fiecare masa
existd trei persoane care se cunosc intre ele sau trei persoane care nu se cunosc deloc.

Solutie:

Se reprezintd persoanele de la o masa oarecare prin puncte. Fiecare pereche de puncte este unita printr-
un segment rosu sau albastru dupa cum persoanele se cunosc sau nu. Se obtine un graf complet Gg cu 6 varfuri
ST LS MUCKHIL. .. e e e 3p

Alegem unul din cele sase puncte si il notdm cu P. Cel putin trei din cele cinci muchii ce pleaca din P
sunt de aceeasi culoare; le colordm, de exemplu, cu rosu. Notam extremitatile acestor 3 muchii rosii cu A, B si
CU € ittt et Ip

Daca una din cele 3 laturi ale triunghiului ABC este rosie, am obtinut un triunghi rosu (de exemplu
muchia AB este rosie si prin urmare triunghiul PAB €Ste roSu). ......ooviiriiiiiiiiiii e 1p

Daca nu, atunci triunghiul ABC este albastru. Prin urmare, in ambele cazuri vom gasi un triunghi de
aceeasi culoare. Prin urmare, concluzia problemei este demonstratd ..............c.ccooiiiiiiiiiiiiiiii... 2p
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Problema 1.

x 1
Se considera matricea A(X) = (1 j , unde X este numar real.
X
a) Calculati det(A(-1)).
10
b) Determinati numarul real x pentru care A(x)- A(—=x) =I,, unde I, = (O 1].

¢) Calculati det(AL) + A(2) +...+ A(n)).

Solutie:
Q) det(A(=D) =0, .o 1p
-x*+1 0
D) AX) - A(=X) =| | 1
)()()[0 sz p
Din egalitatea A(X)- A(—x) =l ,rezulta X =0. .................. 1p
n(n+1)

&) Fie B = AQ)+ AQ2)+...+ A(n) =| -T2+ oo 2 " 2

B - n 14+2+.+n) | | nn+1 | P

2
2 2 2 20 _

det(B) = n"(n+1) —n? =n?[(n +1)2—4}=w. pentru  orice N numdr  natural
NENUD .« 2p
Problema 2.

010 1
Se considerd matricele B={0 0 1, 1,=|0
1 00 0

reale.
a)Si se calculeze B?siB°®.
b) Sa se demonstreze ci (a+b+c)det(A) >0, pentru orice a, b, ¢ numere reale.

Solutie:



0 01

) B2 = 1 0 0 | oot 2p
010

B Ly e e 1p

b)det(A) = (@a+b+C)-(a% +b*+C% —ab—DC—Ca) . ...ovvieniieieie e 2p

(a+b+c)~det(A)=%-(a+b+c)2-[(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2]20. ................. 2p

Problema 3.
Pentru orice n numar intreg se considera punctele A (3n+1,1-3n)si B, (2n-1,4n-3).

a) Determinati aria triunghiului AJA B, .

b) Demonstrati ca exista K, | numere intregi astfel incat A, = B, .

Solutie:

Q) Ag(LD), A(4=2), Bo(B)D) cueiiniiit i 2p

Ariaeste €Zald CU 9. .. i 1p

b) Avem: 3k+ 1 =21 — 1, 1 - 3K =4l — 3 ... 2p

REZUITA K = 0, I = . tiiiiiiiiiiienneteeeeeesennssssesesseesnsssseesssssnnssssecsssssnnssssssanns 2p

Problema 4

Alin si Dan joaca urmatorul joc. Alin alege un numar a, apoi Dan alege un numar X. Dupd aceasta, Alin alege
1 a 0

un numar b si apoi Dan alege un numar y. Formam matricea M =| 0 b x|, unde a, b, X, y sunt numere
y 01

reale.

Matricele de aceasta forma, care au determinantul egal cu 1, se numesc matrice norocoasa. In acest caz, Alin
castiga jocul.

a) Cine castiga jocul dacia=1,b=-1,x=0,y=-1?

1 00
b) Fie A=|{ 0 1 0/, undey este numar real. Demonstrati ca A este 0 matrice norocoasa.
y 01

¢) Determinati valorile lui a si b care asigura victoria lui Alin, oricare ar fi alegerile facute de Dan.

Solutie:
1 1 0
AM =] 0 =1 O, det(M) =L, oot 2p
-1 0 1
AN CAS I A, .ttt 2p
b) Matricea A este de forma ceruta. (a =0, b =1, x =0, y este numar real) si det(A)=1............. 1p
1 a 0
c)Daca M =|0 b X|,det(M) = b FaXy. ...cooiriiii i 1p
y 01

Alin castiga indiferent de alegerile lui Dandacaa =0,b=1. ..., 1p



