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CONCURSUL
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"ADOLF HAIMOVICI*

ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
INSPECTORATUL SCOLAR i CONSTRUCTII DE MASINI
JUDETEAN IASI 18 martie 2017 ST MANAGEMENT INDUSTRIAL

Filiera Tehnologica : profilul Tehnic

ClasaalX-a
Problema 1.
Se considerd functia f :R >R, f(x)=x*+mx+2017,unde meR
a) Determinati valoarea lui m stiind ca f(-1), f(1) si f(2) sunttermeni consecutivi ai unei

progresii aritmetice.
b) Daca f ()= f(4), sase demonstreze ca f(2)= f(3).
C) Daca m este un numar intreg impar, sa se demonstreze cd ecuatia f(x)=0 nu are radacini

intregi.

Problema 2.
Se considera triunghiul ABC, punctele M, N si P astfel incat: BM =MC, AN =2NC, AP =3PB si Q

mijlocul segmentului [PM ].
o= 2=—= 1— == l——= 1
a) Demonstrati ca BN =§BC +§ BA si BQ:ZBC +§ BA.
b) Demonstrati ca punctele B, Q, N sunt coliniare.

c) Calculati valoarea raportului g—ﬁ

Problema 3.
a) Pentru qeR se considerd numerele a=0°—-q+1 si b=0g°+q+1. Si se demonstreze ci a-b>1,
oricarearfi geR.

b) Determinati primul termen si ratia unei progresii geometrice crescatoare (bn) avand termeni

n>1"’
pozitivi, stiind ¢d b +b,+h, =7 si b’ +b +bf =21 (utilizdnd, eventual, identitatea obtinutd la
punctul anterior).

Problema 4.
Patru persoane A, B, C, D au primit impreuna pentru efectuarea unei lucrari suma de 2017 lei.

Stiind cd A a primit cel mai mult, fiecare a primit mai mult de 100 de lei si A Tmpreund cu D au primit cu
537 de lei mai putin decat B impreuna cu C, sa se determine ce suma a primit A? (sumele primite sunt
numere naturale)

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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Problema 1.

Se considera numerele reale X siy astfel incat 2*=3si 3' =4.

a)
b)

c)
Problema 2.
a)

b)
c)

Problema 3.

Se considerd numarul complex z=1+iy/3+ m(—1+i\/§),unde meR\{-1}.

a)

b) Sase determine m astfel incat modulul numarului z sa fie minim;

c)

Problema 4.

Demonstraticd  x-y=2;

Demonstrati ca X e (g,oo);
.. 3) . .
Demonstrati ca y €| —o, > si deducetica x> .
Verificati egalitatea a+a’+a°—3=(a —1)(a2 +2a+ 3), VaeR;

Rezolvati in R ecuatia 2°+4* +8" =3;
Sa se rezolve ecuatia 4log, x+8log®, x+27log; x =24, x €(0,).

Demonstrati Ci |z |=2ym? +m+1;

Daci 7% € R, demonstrati ca z° =-8.

FACULTATEA
CONSTRUCTII DE MASINI
SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Doi frati au in proprietate comuna un teren in forma trapezului ABCD. Ei hotarasc sa imparta

terenul in douad parti cu aceeasi suprafata si sa le separe printr-un gard MN.
a) Justificati daca punctele M si N pot fi alese ca mijloace ale bazelor trapezului.
b) Justificati daca punctele M si N pot fi dispuse in alta pozitie pe cele doua baze?

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0la 7.
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Problema 1.

Sa se calculeze:

EaTeo X _ . z

. Vit2x—1, . g —i(1+x

a) lim — b) lim —}
x—0 3x x—=0 X

Problema 2.

O echipa de cercetatori constata ca starea calorica a unei anumite substante se modifica in timp dupa
legea: T (t) =+t?+at+b—ct+5, unde a,b,c e R sunt constante ce trebuie determinate siincare T (t) este

temperatura, masurata in grade, inregistrata la momentul t >0 ce reprezintd numarul de secunde scurs de la

inceputul experimentului.

a) Determinati a,b,ceR stiindca T(1)=7 si limT (t)=8.

t—oo

b) Cu a,b,c astfel determinati, stabiliti daca este posibil ca la un moment al experimentului

temperatura substantei sa fie 0’

Problema 3.
1 2 3
Fie matricea A = (1 2 3) , A EM(R).
1 2 3

a) Demonstrati ca A° = 6A.

b) Determinati @ € R astfel incat matricea ¥ = a4 — I sa fie inversa matricei X = A — I,

TOLE _ o TOAT _
C) Demonstraicily + A+ A% + 4% . 4477 =225 —. 44,
Problema 4.
y . [0 1
Se da matricea 4 = (_2 \E) € M,(R)

Demonstrati ca
a) det(A-xl,)>0, VxeR;

b) det(A +1,) +det(A—1,) EN;
c) Ecuatia X-A—A-X = A nu are solutii in M,(R).

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.



N
MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

CONCURSUL
DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI*

ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
INSPECTORATUL SCOLAR i CONSTRUCTII DE MASINI
JUDETEAN IASI 18 martie 2017 ST MANAGEMENT INDUSTRIAL

Filiera Tehnologica : profilul Tehnic
Clasa a Xll-a

Problema 1.
a) Sa se determine functia f: (0, 0) — (0, o0} care admite primitive astfel incat f(1) = 1si
Jfx)dx = —x*f(x)+C, CER.

COS X —Sin X

b) Sase calculeze integrala | (x)= .ffx4dx, x < 0.
e +Cos X
Problema 2.
2X
Se dd functia f:R >R, f(x)= —. Se cere:
e+e

a) Demonstrati cd f (x)+f(1-x)=1, (V)xeR.
b) Determinati primitiva F a functiei f pentru care F (0) =0.

1
¢) Calculati Iz_[ f (x)sin(7x)dx.
0

Problema 3.

[Tl

Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie “o” prin

xey=4(x+1)(y+1)—1, vx,y ER.

a) Demonstrati cd legea de compozitie este asociativa si determinati elementul neutru.
. 2017 2016 1

b) Calculati — (— )':- v © (— —)

<]
1008 1008 1008

c) Determinati numerele reale x care sunt egale cu simetricele lor fata de legea “= "

Problema 4.
Pe multimea numerelor reale definim legea de compozitie "*" prin x*y = % , (V)x,yeR.

a) Demonstrati ca legea "+" nu este asociativa.
b) Fie H = {—1, 0,1}. Demonstrati cd H este parte stabild a lui R in raport cu legea "+" si ca operatia indusa de

"+" pe H este asociativa.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Problema 1.
Se considerd functia f:R - R, f(X)=x+mx+2017,unde meR
a) Determinati valoarea lui m stiind ca f(-1), f(1) si f(2) sunttermeni consecutivi ai unei progresii
aritmetice.
b) Daca f(1)= f(4), sase demonstreze ca f(2)=f(3).

c) Daca m este un numar intreg impar, s se demonstreze ca ecuatia f(x) =0 nu are radacini intregi.

Solutie:

a) Obtine f(-1)=2018—-m, f(1)=2018+m, f(2) =2021+2M....cciiiiiiiiiiiiiiiiiiiinenen 1 punct
Finalizare: 2(2018+m) =2021+2mM+2018—M<M=3 ... . ittt eeieeeeeeeeeeeeeeaiees 1 punct
b) Dinconditia f(1) = f(4) obtine M= -5, . 1 punct
Verifica f(2) = () =200 L. .. i e 1 punct

c) Presupunem ca ecuatia ar avea o radicina intreaga r. Atunci r®+r-m+2017 =0

Daca r = numar par , atunci par+par+impar=0 — imposibil.................coiiiiiiiiiiiiii e, 1 punct

Daca r = numar impar , atunci impar+impar+impar=0 —imposibil ....................coooiiiiiin 1 punct

Finalizare: Presupunerea facuta este falsa, deci ecuatia nu are radacini intregi....................... 1 punct
Problema 2.

Se considera triunghiul ABC, punctele M, N si P astfel incat: BM = MC, AN =2NC, AP =3PB i Q
mijlocul segmentului [PM ].
oo 2= 11— = 1—= 1_——
a) Demonstrati ca BN = 3 BC + 3 BA si BQ= 2 BC + 8 BA.
b) Demonstrati ca punctele B, Q, N sunt coliniare.

c) Calculati valoarea raportului g—ﬁ

Solutie:

1 —

a) W:B—C+(W:ﬁ+%C—A:§+%-(@+§&):§-BC+§-BA ........................... 2 puncte



SR N QI -
BQ:E-(BM +BP):Z-BC+§-BA ...................................................................... 2 puncte
b) @:SW rezultd B, Q, N pUNCte CONNIATE. .......vveeeeeeee el 2 puncte

C) E:§:>E:§ ..................................................................................... 1 punct
BN 8 QN 5

Problema 3.
a) Pentru qeR se considerd numerele a=0°—q+1 si b=qg*+q+1. Si se demonstreze ci a-b>1,

oricarearfi ge R .

b) Determinati primul termen si ratia unei progresii geometrice crescatoare (bn )nZl , avand termeni
pozitivi, stiind c¢d b, +b,+b, =7 si b7 +b? +b? = 21 (utilizand, eventual, identitatea obtinutd la
punctul anterior).

Solutie:

Q) OBtINE @ D= 0% 40 2 puncte
Finalizare : Deoarece q* >0, g° >0 deducem ca @a-D>1........coiveiiniiiiiiii e 1 punct
b) Obtine relatiile bl(q2 +q +1) =7sib’ (q4 +0° +1) =20, 1 punct
Folosind g +q° +1=(g* +q+1)(q* —q+1), obtine bl(q2 —Q+1)=3 .. 1 punct
Rezolvi ecuatia 20> —50+2 =0 , obtinand solutiile ¢, =2 si q, :% ................................ 1 punct
Numai ¢, =2 convine siin acestcaz b, =1........ooiiiiii 1 punct

Problema 4.

Patru persoane A, B, C, D au primit Impreuna pentru efectuarea unei lucrdri suma de 2017 lei. Stiind ca
A a primit cel mai mult, fiecare a primit mai mult de 100 de lei s1 A impreund cu D au primit cu 537 de lei mai
putin decat B impreuna cu C, sd se determine ce suma a primit A? (sumele primite sunt numere naturale)

Solutie:

Daca a, b, ¢, d sunt sumele primite de catre A, B, C respectiv D, atunci a+b+c+d=2017,
a>b, a>c, a>d $1 aHA=DHC-537 Lo 2 puncte
Obtine atd=740 SibDHC=1277 .. i e e 2. 2 PUNCEE
Deoarece a>b,a>c,a>d deduce a>638,5........cccviiiiiiiiiiiii i s aee . L pUNCE
Daca a=639, atunci d=101. ... ..ot 1 punct
Daca a=640, atunci d=100, U CONVINE ......oiuiiittiitt ettt e e e e e et e e e enaiienaeens 1 punct
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Problema 1.

Se considerd numerele reale x siy astfel incat 2 =3si 3' =4.
a) Demonstratica X-y=2;

b) Demonstrati ca Xe(g,OOj;

c) Demonstraticd y e (—oo,gj si deduceticd x> .

Solutie:
a) Obtine X=100,3, Y=10054 .. ... 1 punct
ODtiNE Y = et st RS eSS R SRR R R RS R R et st 1punct
log, 3
BNl ZANE & X Y = 2 it 1 punct
3 3
b) X>§<:>I0923>Iog2 22 3> /8, AdEVAAL........c.vieiiiii e 2 puncte
3 3
c) y< > <109, 4 < 109,32 <> 4 <27 AdEVATAL.....oeuvviiiiiiii e 1 punct
- 3 _
Finalizare x>§> Y OO X > Y ettt e 1 punct
Problema 2.
a) Verificati egalitatea a+a’*+a®—3= (a—l)(a2 + 2a+3), VaeR;
b) Rezolvati in R ecuatia 2'+47+8" =3,
2 3.
¢) i se rezolve ecuatia 4log, x+8log?, x+27log, x = 24, x € (0, ).
Solutie:
@) VerifiCarea 0alitatil ... ....c.oeieii it 1 punct
D) NOtANA 2 =y OBLNE Y2 4 Y2 4+ Y =3 oot sss s s 1 punct
Din y*+y*+y-3=0 <:>(y—1)(y2 +2y+3) =0 TEZUIA Y=ottt e 1 punct

Nl ZAr: X0 o et 1 punct



2 3
c) Aducand logaritmii in baza 2 ob;ine[logz2 xj+(logz Xj +(|092 Xj S J

2 2

Daca y = —'0922 X

Finalizare: Y=L, eCH XT4. ..o e

Problema 3.

Se considera numarul complex z :1+i«/§+m(—1+ix/§),unde meR\{—l}.

a) Demonstrati ci |z|=2{m*+m+1

b) Sase determine m astfel incdt modulul numarului z si fie minim;

¢) Daci z° €R, demonstrati ci z° =-8.

Solutie:

a) Obtine z :1—m+ix/§(l+ M) e

OBHNE | Z = 20 M2+ M AL e
2
b) Obtine |z|=2ym*+m+1=2 (m+%) +%2J§,VmeR ...................................

Finalizare : |z| este miNiM pentru M= ——= ... ... ... i,
c) Obtine z*=(1-m)(-8m’ —20m—8)—12J§m(m+1)i ........................................

22 RS M(L+HM) =00ttt

Convine numai m=0 siinacestcaz z>=—8..........cccoeviiiiiiiiiieiiieiiee e
Problema 4.

Doi frati au in proprietate comuna un teren in forma trapezului ABCD. Ei hotarasc sa imparta
terenul in douad parti cu aceeasi suprafata si sa le separe printr-un gard MN.

a) Justificati daca punctele M si N pot fi alese ca mijloace ale bazelor trapezului.
b) Justificati daca punctele M si N pot fi dispuse in alta pozitie pe cele doua baze?

Solutie:
. . B+b)h
a) Daca h- este inaltimea trapezului scrie A= % ..........................................
. AM + DN )h
S
. AB+DC)h
Scrie Ao = % .....................................................................
. BM+CN)h (AB+CD)-h
Obtine /-\BMNC:( +CN) :( HOD) N
2 4
Finalizare: Punctele M, N pot fi alese ca mijloace ale bazelor ............................
D)  ESte Necesard CONAILIA Auyp = AN <+« v v v rererenenenenenenenenenteneeeeeaeeaeaenes
Obtinem AM +DN =BM +CN < AM —BM =CN — DN, deci nu exista alta dispunere a
PUNCEEIOr M ST N e e e e

FEZUItA Y+ Y2 4 Y2 =3t
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Problema 1.

Sa se calculeze:

EmTs5— X e z
1+ 2x—1 . g —i(1+x

* ; b) lim g ) .

a) lim
x—+0 & x—0
Solutie:
3 —
a) limr Xl 2X R 3p
03X 0 3x(.3/(1+ 2x)° + 31+ 2x +1) 9

b) lim S o) gy e 2p

=0 x =0 x

:11%(?—1j(e1+1+xj=2(1ne—1]=2-u=u .............................................. 2p

Problema 2.

O echipa de cercetatori constatd cd starea caloricd a unei anumite substante se modificd in timp dupa legea:

T (t) =\t?+at+b—ct+5, unde a,b,c e R sunt constante ce trebuie determinate si in care T (t) este temperatura,

masuratd in grade, inregistratd la momentul t>0 ce reprezintd numarul de secunde scurs de la inceputul

experimentului.
a) Determinati a,b,ceR stiindca T(1)=7 si limT(t)=8.
t—w
b) Cu a,b,c astfel determinati, stabiliti daca este posibil ca la un moment al experimentului temperatura

substantei sa fie 0.

Solutie:

) T(L)=7=5Va+DFL =042ttt 1p
BT (£) =82 BN (VI 480D ~CL) =3 oo Ip

t—o0 t—o0
ESTE NECESAN CA € > 0 ittt e e,
ODbHINEIM: C =1, B =0 oottt e e e e e e ettt

DN T (L) =7 00 D=2 L 1p



b) T (t) =0=>\t*+6t+2=t-5=>t= §, dar 23 —5<0, deci nu este posibil ca temperatura substantei sa fie

0" in nici un moment al eXperimentulul ............ooiii i e Ip
Problema 3.
1 2 3
Fie matricea A = (1 2 3) , A € My(R).
12 3
A= =64.

a)  Demonstrati ca
b)  Determinati @ € B astfel incat matricea ¥ = @4 — I3 g3 fie inversa matricei

T0LE _ - ZOLT _
L+A+A+ A% 44 =220 a4,

X=A-1I

c)  Demonstrati ca

Solutie:
a) Calcul direct, VEerifiCa relatia. . ... .. ..ouiirit it e e e Ip

b) DInXY =L & (A—I)(@A—L) =1, © (Sa— 1A+ =1, = @= 7 ..ccoooririirenn. Ip

Finalizare
1 1 1
S:(AZOlS_IS) _A_I3 C)S:—A2019—A2018——A+|3;
5 5 5
42015 — 2018 | 4 . 42018 — 2017 | 4
eZUIE S = S5 LA I 2p
Problema 4.
0 1
3 i Jq. = — -
Se da matricea (_2 *JE) € M,(R)

Demonstrati ca
a) det(A—xl,)>0, VxeR;

b) det(d +1,) +det(d — L) EN;
C) Ecuatia X - A—A- X = A nu are solutii in M,(R).

Solutie:
a) Princalcul det(A —x[,) = x% —VBx+ 2= L 1p

b) det(A—1)=3—+/3
det(4 +1,) =3+ /3
det{A+ L) Fdet(A — L) =6 E M e, 2p

o) Fiex =(? %) astfel incat X -A—A-X = A

d
—2b—c a+bﬁ—d}=(0 1}

Relatia devine
—2d +2a—c\f3 c+2b



-2b-c=0
a+by3-d=1
—2d +2a-c3=-2
c+2b:\f§

Din prima si ultima ecuatie se obtine 0 = +/3 , imposibil.

Se obtine sistemul

Deci ecuatia nu are SOIULIL.  oiuiiiit ittt et e e e
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Problema 1.
a) Sa se determine functia f: (0, c0) — (0, o) care admite primitive astfel incat f(1) = 1 si

[f(x)dx = —x*f(x)+ C, CER.

b) Sa se calculeze integrala I ICOS X sinx <0.
e " +COSX
Solutie:
a) Derivand egalitatea data , membru cu membru, avem:
Flx) = =2xf(2) —x2F (X)) o, Ip
. Fli=) 142 Flix) _ 1,1
Obtinem TS = Ex ..................................... Ip
Integrand ultima egalitate, avem Inf (x) = = — 2lnx + ¢ |
Rezultd f(x) = e:_“mth ............................................................ Ip
f() =1=c=—1Ldeci f(x) =5 , € (0,00) s 1p
b) f=f ¥ teosx—s Y —sinx dx= _r(l— v+sinx]dx 1
= T A p
= [dx+ [ 1—?&.95 ............................................................... Ip
=x+In(e™ Fcosx) 16, € ER oo Ip
Problema 2.
2x
Se dd functia f:R >R, f(x)= —. Se cere:
e+e

a) Demonstrati ca f (X)+ f (1—X) =1, (V)X eR.

b) Determinati primitiva F a functiei f pentru care F(0)=0.
1

¢) Calculati | :j f (x)sin(7x)dx.
0

Solutie:

a) f (X) = 1_2X . Verifica egalitatea: f (X)+ f (1—X) =1 (‘v’)x eR. 2p

b) F(x):.[f(x)dx:%ln(e+ezx)+c ....................................................................... 2p



1 1
c) in 1 :.[ f (x)sin(zx)dx schimbam variabila x=1-t= | :I f(1-t)sin(zt)dt ........... Ip
0 0

Problema 3.
Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie
xoy=4(x+1)(y+1)—1, Vx,y € R.
a) Demonstrati ca legea de compozitie este asociativa si determinati elementul neutru.

b) Calculati -2, (— mlﬁ) o..0 (—L)

1008 1008 1008

[IyRY

o” prin

Ll
“D )

c) Determinati numerele reale x care sunt egale cu simetricele lor fata de legea

Solutie:
@) Justifica @SOCIALIVITATEA ........eirieit ettt et e et et et ettt e ee et e e e e e e e e e Ip
Elementul neutru e = —% ...................................................................................... Ip
b) xa(—1)=(—1)ox = =1, WX E R ... i Ip
In compunere existd — % = —1. (-1 este elementul “absorbant” sau “distrugator”)
Deci compunerea celor 2017 elemente eSte -1. ...ttt e Ip
p__ 1x+15 e
c) x' = eeiy ' FER e PP 2p
e oy oy = 2 =_3 1
X P X T T K T T e p
Problema 4.

Pe multimea numerelor reale definim legea de compozitie "+ prin x*y=3/xy, (V)x,yeR.
a) Demonstrati ca legea "+" nu este asociativa.
b) Fie H :{—1, O,l}. Demonstrati cd H este parte stabild a lui R in raport cu legea "+" si ca operatia indusa

de "+" pe H este asociativa.

Solutie:
a) Este suficient un contraexemplu.

(1%2)*3=42+3= 332327 = 54

..................................................................... Ip
1*(2*3) :1*%: %
Rezultd ca (1%2)*3#1x(2%3), deci operatia "+"nu este aSOCIAtIVA. ..............ovueviieeeeeeeens Ip
b) Tabla legii de compozitie "+" relative la multimea H este:
*|l1 0 1
1] 1 0o -1
0 0 0 0
1 ]1-1 0 1
.................................................................................. Ip
Deducem ca x*yeH, (V) X,y €H, deci H este parte stabild a lui R 1n raport cu operatia ™" ...... Ip

Fie "o" legea de compozitie indusa de legea "+"pe H.
PENtrU OMCe X € H  AVEM /X = X ©ovveeeeee e, Ip
Avem:



ao(boc)=aocibc =ao(bc)=<3/abc = abc
(ach)oc=X aboc:(ab)oc:%/ab =abc

Asadar legea de compozitie "o"este asociativa

. (V)a,b,ceH



