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CLASA aIX-a

Problema 1.
Un joc de calculator se desfasoard dupa regula urmatoare: la fiecare runda, jucatorul alege un numar a N *, dupa care

oA < Lo X S As x
calculatorul alege la Intdimplare un numar xR si daca 2a sau x+252a, atunci jucdtorul castigd a puncte.

a) Stabiliti daca, pentru a =12 si x =24, jucdtorul castigd 12 puncte.

b) Demonstrati cd pentru alegerea a =12 jucatorul poate sd nu castige 12 puncte.

c) Demonstrati ca se pot alege numere a [N 1ncat la orice xR ales de calculator, jucatorul sa castige a puncte si
aflati numarul maxim de puncte pe care le poate castiga la o runda a jocului.

Problema 2.
| 1 1 1 1 . .
a) Aratati cd —+—+—+...+———=1—-—, pentru orice numar n[UN, n>2.
12 203 303 (n=1)k n

b) Determinati numerele naturale nenule x si y, care verifica L@ =1 —l.
X y
¢) Determinati functia f:N* - N* care pentru orice n[IN, n>2, verifica relatia
1 1 1 1 1
+ + +..+ =1-
@) r@uE) rEFE) SN o f(n)

Problema 3.
Fie triunghiul ABC si punctele M , N si P astfel incat BN =3[AN, CM =3[AM si BP=PC.
a) Demonstrati cd@ MN || BC.
b) Daca BM (\CN ={Q} , demonstrati cd A este centrul de greutate al triunghiului QBC si AB+AC +A—Q =0.

¢) Demonstrati ca triunghiurile QBC si MNP au acelasi centru de greutate.

Problema 4.
Fie multimea tuturor functiilor de gradul al doilea, f, :R —» R, de forma f, (x) =x +2(m—l)x+(1—4m), mUR si
consideram familia parabolelor asociate acestor functii.

a) Aratati ca existd mUOR pentru care punctul A(—l; 3) este pe parabola asociatd functiei f, .

b) Ardtati ca existd un punct situat pe toate parabolele familiei.
c) Considerand reprezentarea tuturor parabolelor familiei pe acelasi sistem ortogonal de coordonate, aratati ca exista
puncte nesituate pe nici una din parabolele familiei si oricare trei astfel de puncte sunt coliniare.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CLASA a X-a
Problema 1.

1 : C . : . A n . . . .
Pe un cerc cu raza de Py metri se deplaseaza doi melci, notati A si B, plecand in acelasi moment, din acelasi loc si in
7

e IR - R - .. 1 e
sensuri diferite. Se stie ca in fiecare a n -a secunda de la inceputul deplasarii lor, melcul A parcurge o metri In timp ce
1 .
melcul B parcurge doar — metri.
4n

TR < . g 1 .
a) Aratati ca distanta parcursa de melcul A in primele n secunde este egala cu (1— E) metri.

b) Determinati dupa cate secunde distanta parcursa de melcul B este egala cu g din distanta parcursa de melcul A.

c) Aflati de cate ori se intdlnesc cei doi melci, considerand ca dupa fiecare intalnire ei isi continua deplasarea dupa
aceleasi reguli.
Problema 2.
a) Demonstrati ca 4<4log,10<5.

b) Calculati [log, 256], unde [x] este partea intreaga a numarului real X.
c) Comparati numerele a=1og,10 si b=1log, 4.
Problema 3.

Consideram ¢ = T, cui‘=-1.

a) Aritatici e’ +&+1=0si &° =1,
b) Demonstrati ci pentru orice X, y€R are loc x> +xy+y* = |X—5y|2.
¢) Daci X, Y, zeR si a=x"y+Yy°z+2°x, respectiv b =xy’+yz*+zx*, calculati in functie de a si b expresia
E :(X3 _ ys)(ys _23)(23 _Xs)
Problema 4.
2", daca xeQ
3%, daca xe R\Q
a) Aratati ca log,2e R\Q.
b) Ardtatica f(log,2)eQ

c) Demonstrati ca ecuatia f (x)=3, xR, nu are solutie.

Fie f 1R >R, f(x):{

d) Demonstrati ca functia f nu este nici injectiva si nici surjectiva.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CLASA a Xl-a
Problema 1.
011
Fie matricea A=|1 0 1].
110

a) Rezolvati ecuatia det(1,+XA)=0, in necunoscuta x € R.
b) Demonstrati ci A = A+2l,.
3

. . . e < . 2
c) Demonstrati cd matricea B =2A+ 1, este inversabila si are inversa matricea C = 5 A—g ;.

d) Matricea B=2A+1; o transformam n 2017 pasi, in felul urmator: la fiecare pas, in mod aleator, elementele

de pe diagonala principala se maresc toate deodata sau se micsoreaza toate deodata cu 1 iar toate celelalte

elemente se maresc toate deodatd sau se micsoreaza toate deodatd cu 3. Aflati daca este posibil ca dupa

parcurgerea celor 2017 pasi matricea B sa se transforme intr-0 matrice cu determinantul egal cu 2017.
Problema 2.

. ) 6 11 2 1) . .
Consideram matricele A= 0 6 , B= 0 2 si multimea Gz{XeMZ(R)/A-sz'A}.

a) Demonstratica BeG.

X
b) Daca X €G, demonstrati ca exista X, yeR si X este de forma [0 yj.
X

c) Matricea X € M, (R) verificd egalitatea X*—X = A. Demonstrati ¢cd X €G si determinati toate matricele

X cu aceastd proprietate.
Problema 3.

a) Fie a, b, ¢ numere reale strict pozitive si functia f :R >R, f (X) =ax+ybx?+cx+1.

Determinati a, b, ¢ stiind ca lim () =4 si lim f(x)=—l.

X—>00 X X—>—00 4

b) Determinati ecuatiile asimptotelor la graficul functiei f :R >R, f (X) =2X+VAX2 +x+1.

Problema 4.

3t> 10t +a te[0; 3)
Functia f:[0;12] >R, f(t)=q t*-2t-3 ' "7/, determina temperatura unui corp, misurati pe timp de 12
b-log, (t-2), te[3;12]
ore.
a) Stiind ci la momentul t=1 temperatura corpului este de 1° iar la momentul t=2 este de 2°, aflati

temperatura corpului la momentul t =10.
b) Determinati a, bR in cazul in care f are limitain t=3.

c) Incazul a=3si b=2 aratatica f este continud pe [0;12] si determinati intervalele pe care f (t)>0.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CLASA a XII-a

Problema 1.
Fie pe multimea 7Z a numerelor intregi legea de compozitie ”o”, datd prin xoy =3xy+3x+3y+2, (D) x, yOZ.
a) Verificati xoy=3(x+1)(y+1)-1, (0) x, yOZ.

=9 9

b) Demonstrati ca ”o” este comutativa si asociativa.
c) Stabiliti daca structura (Z; o) are element neutru.

d) Daca d,, d,, d,, ..., d,,, sunt divizorii intregi ai numarului 2", calculati d, od,od, ...od,,, .

Problema 2.
Consumul de energie electrica realizat de familia Popescu, pe durata a 24 ore, este modelat de o functie K : [0; 24] -R,,
cu K (0) =0 si care este derivabila si verifica K '(t) :(t+1) e, (D)ID[O; 24] , lar K (t) reprezintd cantitatea de
energie electricd consumata 1n intervalul de timp [0; t] , exprimat in Kw/h.

a) Demonstrati cd F(t)=—(r+1)¢”, tOR, este primitiva a functiei f:R - R, f(r)=rl".

b) Demonstrati K (t) =2e-— (t + 2) ', (D)t O [O; 24] )

¢) Verificati ca in prima ora familia Popescu consumd mai putin de 2,5 Kw/h.

d) Considerand, pe parcursul unei zile, intervalele orare [0; 1], [1; 2], [2; 3], - [23; 24], aratati cd cel mai mare

consum de energie electricd se realizeaza 1n intervalul orar [O; 1] .

Problema 3.

b
Se considera multimea G = {[Z J/a, b DZ()}.
a

a) Determinati numarul elementelor multimii G .
b) Aratati ca (G; +) este grup abelian.
¢) Calculati suma elementelor multimii G .
Problema 4.
Fie functia f:R - R, f(x)=vx’+4

1
a) Demonstrati ca If2 (x) dx = %
0
243
b) Calculati .
L350

¢) Caleulati lim—~ [ f (1) dr
x-0 x o

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CLASA aIX-a

BAREM

Problema 1.
Un joc de calculator se desfdsoard dupd regula urmatoare: la fiecare rundd, jucatorul alege un numar g UN*, dupa care

5-3x S N
>a sau x+252=a, atunci jucatorul cistigd a puncte.

calculatorul alege la intimplare un numar xR si daca

a) Stabiliti daca, pentru a =12 si x = —24, jucdtorul castiga 12 puncte.

b) Demonstrati ca pentru alegerea a =12 jucdtorul poate sa nu castige 12 puncte.

¢) Demonstrati ca se pot alege numere a[JN 1incat la orice x[JR ales de calculator, jucatorul s castige a puncte si
aflati numarul maxim de puncte pe care le poate castiga la o runda a jocului.

Solutie:
. 15-3x c e <
a) Pentru a =12 si x=-24, 2> g este adevaratd si x+252=a este falsd ....oooveviieiiiieiiiee e, Ip
deci JuCAtOrul CASHIZA 12 PUNCLE. ..eocuvieieieeiieeiieeiieertteetteettesteestte e et e esbeeesbeesbeessbeesseeenseeansaennseassseessseenseesnseesnsas 1p
b) 15;3x212 e XS D3 I XF252a o X2 =13 oo ee e Ip
T X D e e et h e h e e ae st e n e et ne e Ip
AL . 15-7a
¢) Pentru a castiga trebuie x []| —oo; sau x+252a < x D[a —25;+00) ............................................. 1p
. . A 15-Ta Coa
= dacd jucdtorul alege a UN* incét 2a-25 o a<9,atunci Castiga .......c.cocevviiriiiiiiiie 1p

si daca alege a =9 cistigd numar maxim de puncte, reSpectiv 9 PunCte .........coceeeveeecieerieieniieerienreeeiee e 1p
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Problema 2.

a) Aratati céL+L+L+...+ ! :l—l,pentru orice numar n[UN, n>2.
12 23 33 (n-1) n
b) Determinati numerele naturale nenule x si y, care verifica L@ =1 —l.
X Yy
c) Determinati functia f:N* - N* care pentru orice nJN, n>2, verifica relatia
1 1 1 1
+ + =1-
rM) s rETME - sle-)or(n) o f(n)
Solutie:
1 1 1 1 1.1 1. 1 1 1
) —+t—F+—+.——— = ——F———F———+ +———— =] ——,
12 23 33 (n-1)& 2 2 3 3 4 n-1 n n
sau demonstrare pPrin INAUCTIE .......ccovueeiiriiiiiiiiiiie ettt st e s e e 2p
b) x=%DN 2 Y TLIT] 2 P T2 ST X T et st s 2p
y-
1 1
c) n=2 = =1- = (1) S, f2) T2 e 1p
e e 0T e
si din ! + ! + ! +...+ ! =1- | si
Mo r@uE) rEwE) — f-0() £
1 + 1 + 1 ot ! + ! =1- ! , rezulta
rM ) r@E) rETME) T fla-Ng() f()F(er1) — f(nr)
1 1 1
1- + =1- ydeci f(n+1)=1+f(n), nON*, 122 ., Ip
O] (o R e A
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Problema 3.

Fie triunghiul ABC si punctele M , N si P astfel Incat BN =3[AN, CM =3[AM si BP=PC.
a) Demonstrati ca MN || BC.
b) Daca BM (\CN ={Q} , demonstrati cd A este centrul de greutate al triunghiului QBC si AB+AC+ XQ =0.

¢) Demonstrati ca triunghiurile QBC si MNP au acelasi centru de greutate.

Solutie:
Conform figurii avem:

M N

<
B

C
- — —— — AM _ AN _ 1
a) BN=3[AN, CM =3[AM = ——=——=—= = MN||BC ...ccceeeviiiiiriiiiiiiiiiiiiiii i 3p
AC AB 2
MN _1 T . . S
b) BC :E, MN || BC = [MN ] linie mijlocie 1n triunghiul QBC = A este centrul de greutate al triunghiului
OBC = AQ+FAB+AC SO oo 2p

¢) Avand A centrul de greutate al triunghiului QBC,

I
Q
U

AN +AM + AP = -+ (RB+( -1 0AC | + - (4B + AC)
2 2 2

= A este centrul de greutate si al triunghiultui MNP .....cccoooviiiiiiiieiiieeee ettt et e 2p



MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
. : . CONSTRUCTII DE MASINI
e 18 martie 2017 ST MANAGEMENT INDUSSTRIAL

JUDETEAN IASI

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului
CLASA aIX-a

BAREM

Problema 4.
Fie multimea tuturor functiilor de gradul al doilea, f,,:R - R, de forma f, (x) =x"+ 2(m—1)x+(1 —4m) , mUR si

considerdm familia parabolelor asociate acestor functii.
a) Aratati ca existd mJR pentru care punctul A(—l; 3) este pe parabola asociatad functiei f, .

b) Aratati cd existd un punct situat pe toate parabolele familiei.
c) Aratati cd punctul B(2;3) nu este situat pe nici una din parabolele familiei si determinati multimea tuturor

punctelor cu acestd proprietate.

Solutie:
) o (1) T3 s Ip
= (-1)" +2(m-1)-1)+(1-4m)=3 = m=% ............................................................................................. Ip
b) P(a; b) este pe toate parabolele < f (a) =b, (D)mDR .............................................................................. Ip
o @’ =2a+1-b=2m(2=a), (O)MOR .ot 1p
= a=2,b=1si P(2; 1) este pe toate PArabOlele .........coovviiiiiiiiiiiiiiie e Ip
c) B(2;3) d G(fm) = f. (2) =3 = 1=3, contradictie, deci B(2;3) nu este pe nici una din parabole ............ 1p

M(xo;yo)DG(fm) o fm(x0)=y0 . 2m(x0—2)=y0—x§+2x0—1,
)’o_xé+2x0_1
2(x,-2)

Pentru x, =2 avem punctul P(2; 1) care este pe toate parabolele familiei i atunci punctele nesituate pe nici o

deci daca x, # 2, alegand pentru mUOR valoarea m = , obtinem M (xo; yO)D G(fm).

parabold a familiei sunt punctele Q(2;y) cu y#1, aceasta deoarece avand f, (2):1, vom avea fm(2)¢ y

pentru orice y #1.
Punctele Q(2; y) cu y #1 descriu dreapta de ecuatie x =2 din care se exclude punctul P(2; 1) e Ip
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BAREM

Problema 1.

Pe un cerc cu raza de Ey™ metri se deplaseaza doi melci, notati A si B, plecand in acelasi moment, din acelasi loc si in
T

Cpep C e 9 N <. 1 N
sensuri diferite. Se stie ca in fiecare a n-a secunda de la inceputul deplasarii lor, melcul A parcurge > metri in timp ce
1 .
melcul B parcurge doar m metri.
T o N 5 1 .
a) Aratati cad distanta parcursd de melcul A in primele n secunde este egald cu 1—? metri.

. . A . < S 3 <
b) Determinati dupa céte secunde distanta parcursa de melcul B este egald cu 3 din distanta parcursa de melcul A.

c) Aflati de cate ori se intalnesc cei doi melci, considerand ca dupa fiecare intalnire ei isi continud deplasarea dupa
aceleasi reguli.
Solutie:
a) Notam S, (A) distanta parcursa de melcul A in n secunde, respectiv S, (B) distanta parcursa de melcul B 1n

aceleasi n secunde si obtinem:

1 1 1 1
S LA ) ottt Sl o 2
'l( ) 2 2n 2)1 p
1 1 1 _1 1
D) S (B St ot S | Lo | o 1
) 'l( ) 4 42 4)1 3( 4nj p
1 1 3 1
L | o ] Lo | e 1
3[ 4"] 8( 2"] P
2 E B, 1T 3 ettt bttt s h e et e h et a e bt bt ettt e h e et eb ettt eaeeeaeenaes Ip
c) Cercul traiectoriei are lungimea de 1 metru si se observd S, (A) <1, S, (B) ST e, 1p

deci nici unul din melci nu parcurge intreg cercul.
Cum S, (A) +3S, (B) >1, melcii se intdlnesc 0 singurd datd ...........cccooevviiiiiiiiiiii Ip
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Problema 2.
a) Demonstrati cd 4 <4log,10<5.

b) Calculati [log3 256] , unde [x] este partea intreagd a numadrului real x.

c) Comparati numerele a =log,10 si b=log, 4.

Solutie:
a) 4<4log,10 = 102, 7 <108, 10 (A) oot e Ip
4log,10<5 = log, 10" <log,; 7’ = 10.000 K16.807 (A) ..cooserrrvermuerreeeeecreesrereeessseeseesecesseseneesenes Ip
b) 3°<256<3° = 5<10g,256<6 => [108;256] =5 wrrueeirveiucieieircreiiisse e 3p

¢) 4a=4log,100(4; 5) si 46 =10g,25601(5:6) = A<D wcooeieeurcrieriierieciecese e 2p
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Problema 3.

C -1+ivJ3 .
Consideram & 27\/_, cu i’ =-1.
a) Ardtaticd €7 +£+1=0si & =1.
b) Demonstrati ci pentru orice x, yJR are loc x* +xy+y’ = |x —“:y|2 .
¢) Dacd x, y, zOR si a=x"y+y’z+z°x, respectiv b=xy’ +yz’ +zx, calculati in functiec de a si b expresia
£ - )y ) )

Solutie:

a) Calcul direct sau folosind £+ £=-1si eF =1

— £ i € verificd ecuatia x> + X +1=0 = E2FEFTZ0 cooooioeeeeeeeeeeeee oo ees e eee e eeeeeeeeeeees Ip
apoi £ +£+1=0 = £+ +£=0 = E+E+E+1=1 = € =1 oo, 1p
2
b) Calcul direct |x—£y|2:(x+%j—y7\/§ﬁ :(x+%j2+%=x2+xy+y2
sau |x—£~:y|2 :(x—é‘y) [ﬂx—é‘y) :(x—é‘y) [@x—gy) =x +xy+y2 ............................................................ 2p
c) X -y = (x—y)(x2 +xy+y2) 1 ANALOZELE ....vvvveeve ettt ettt Ip
E=(x—y)(y—z)(z—x)(x2+xy+y2)(y2+yz+zz)(z2+zx+x2):AB
A:(x—y)(y—z)(z—x):b—a .................................................................................................................. Ip

B=(x2 +)cy+yz)(y2 +yz+zz)(z2 +zx+)c2)=|(x—£y)(y—Ez)(z—“:x)|2 :|—£(cl—£l))|2 =a’+ab+b’ =
= E:(b—a)(az+ab+bz):b3—a3 ......................................................................................................... Ip
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Problema 4.

2%, daca xQ

3*, daci xOR\Q
a) Ardtati cd log, 20R\Q.

b) Aritati ca f(log,2)0Q

¢) Demonstrati cd ecuatia f (x) =3, xUR, nu are solutie.

Fie f:R - R, f(x):{

d) Demonstrati cad functia f nu este nici injectiva si nici surjectiva.

Solutie:

a) Dacid log,2=nlUZ = 2=3" iar dacd log,2 = P OQ\Z = 27 =3” (numar par = numdr impar!) ......... Ip
q
D) S (108 2) T3 57 =2 i 2p
¢) Daca x0Q = f(x) =3 o 2'=3 o x= OR\Q contradictie .......ccceeeeveeereeneneneenienieneeeene 1p
log,2
Daca xOR\Q = f(x):3 e 3'=3 & x=10Q contradiCti® .......ccevererueniniere e 1p
d f (1) =2=f (log3 2) = fuNCtie NEINJECHIVA ...oouviiiiiiiiiiiiiieecece et e st 1p

f(x) 3, (D) XOR = functie NESUIJECTIVA .eo.eivtirieieriieierie sttt ettt ettt ebe bbb sae s 1p
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CLASA a Xl-a
BAREM
Problema 1.
011
Fie matricea A={1 0 1|.
110

a) Rezolvati ecuatia det( I,+XxA) =0, in necunoscuta x € R.

b) Demonstrati cd A’ = A+2l,.

. . . e . 5 ) 2, 3
c) Demonstrati cd matricea B, cu B=2A+ 1, este inversabild si are inversd matricea C = 5 A—g 5.

d) Matricea B=2A+1; o transformam n 2017 pasi, in felul urmator: la fiecare pas, in mod aleator, elementele

de pe diagonala principala se maresc toate deodata sau se micsoreaza toate deodatd cu 1 iar toate celelalte

elemente se maresc toate deodata sau se micsoreazd toate deodatd cu 3. Aflati dacd este posibil ca dupa

parcurgerea celor 2017 pasi matricea B sa se transforme intr-0 matrice cu determinantul egal cu 2017.
Solutie:

1 x X 1 x X
a) det(l,+xA)=|x 1 x=(2x+1)-1 1 x/=(2x+1)(x-1)°
X x 1 1 x 1
= det(l;,+xA)=0 < XE{—%;]} ........................................................................................................ 2p
2 11
D) AP ={ 1 2 L2 A2l e 1p
1 1 2
C) det(2A+1;)=5%#0 = B este INVErSabilal .......coccovuuruuiuiiiiciieiiecieeieciiceieeiesiesi e 1p
(2A+I3)(EA—§ISJ:I3,deci BT = C s 1p
5 5
PG G
d) Dupa 2017 pasi matricea B ce transforma intr-o matrice M de forma M ={ q, p, @, | cutermenii de pe
O G Ps
diagonala principald pari si ceilalti termeni IMPATT ........coviiieriiiiiie e 1p

= et M =NUMGF PAF 7 2017 ..ot 1p
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CLASA a Xl-a
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Problema 2.
. . 6 11 2 1) . )
Consideram matricele A= 0 &) B= 0 2 si multimea Gz{X EMZ(R)/A-X =X-A}.:

a) Demonstratica BeG.

X
b) Daca X €G, demonstrati ca exista X, y € R si X este de forma: (0 yj.
X

c) Matricea X € MZ(R) verificd egalitatea X°® — X = A. Demonstrati cd X €G si determinati toate matricele

X cu aceasta proprietate.

Solutie:
12 28 12 28
a) A-B= , B-A= = AB=B-A = BEG oo, 2p
0 12 0 12
) a b
b) Fie xz[c djee S D NS 1p
) ) 6a+1lc 6b+11d 6a lla+6b
si se obtine e T 1p
6C 6d 6¢c 1llc+6d
a b
dincare c=0, a=d = X:( ] ........................................................................................................ 1p
0 a
¢) Daci X°—X=A,cum (X*=X)-X=X:(X*-X) = A-X=X-A = XeG,
X
deci X este de forma X :(0 xj’ Xy, Y EIR et 1p

3 _ 2y _ 6 11
X = -y N . Y-y = x}*-x=86, y(3x2—1):11
0 X 0 x® —X 0 6

= X=2 —1:>X—21 1
=2,y= —02 ................................................................................................................. p
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Problema 3.
a) Fie a, b, ¢ numere reale strict pozitive si functia f :R >R, f (X) =ax++bx? +cx+1.
. f(x :
Determinati a, b, ¢ stiind cd IImL)=4 si lim f (X)=—%.

X—0 X X—>—0

FACULTATEA
CONSTRUCTII DE MASINI
SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

b) Determinati ecuatiile asimptotelor la graficul functiei f :R >R, f(X)=2x+v4x"+x+1.

Solutie:
(%)
a) I|mT=a+\/5 = a+x/5:4 .........................................................................................
lim f(x)= lim (ax+x/bx2+cx+1):Iim(»\/bxz—cx+l—ax) =

— [imitd finitd <> VD =8 = @ =2, D=4 oo

X—>—0 X—>—0 X—»00

lim £ (x) = lim (@ Jbx® +0x+1) = lim(Vax —ox+1-2x) = lim == = c=1...1p
e J4x2—cx+1+2x 4

b) f:R—>R, f(X)=2x+v4x*+x+1 este continud pe R, = nu are asimptote verticale ....................... 1p
f(x
IimL)=4, Iim(f(x)—4x)=|im( 4x2+x+1—2x)=% = y=4x+% asimptotd la 400 ........co......... 2p
X—00 X X—00 X—00
lim f(x)=lim (2x+x/4x2+x+1)=lim( 4x2—x+1—2x):lim X+l 1
X—>—00 X—>—00 X—>00 X—>00 \/4X2 —X+1+2x 4
........................ 1p

= y= —% ASTMPLOLA 18 00 1.uiiiiiiiiieiie ettt e e sbe e nbe e reeenne e



PTER Y
D
M MINISTERUL EDUCATIEI NAT[ONALE

CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI*

ETAPA JUDETEANA

FACULTATEA

; CONSTRUCTII DE MASINI
JUDETEAN IASI 18 martie 2017 SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

INSPECTORATUL SCOLAR

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului
CLASA a Xl-a
BAREM
Problema 4.
3t’—10t+a te[0; 3)
Functia f :[0;12] >R, f (t) ={ t?-2t-3 ' "/, determind temperatura unui corp, misurati pe timp de 12

b—log,(t-2), te[3;12]
ore.

a) Stiind ci la momentul t=1 temperatura corpului este de 1° iar la momentul t=2 este de 2°, aflati
temperatura corpului la momentul t=10.

b) Determinati a, be R in cazul in care f are limitain t=3.

c) Incazul a=3si b=2 aritatici f este continui pe [0;12] si determinati intervalele pe care f (t)>0.
Solutie:

a) f(1)=1, f(3)=2 = a=3,b=2

............................................................................................................ 1p
F(L10) = . tvvvrressseere s 1p
. 3t°-10t+a
b) Iszlggng—oo(a—3), Id :b, Iszld = A =3 oo 2p
2 _ —
pentru a=3 = Is:Iim3t2_10t+3:Iim(t DY) b = D=2 1p
3 P -2t-3 038 (t-3)(t+1)
2
w’ te[O; 3) .
c) f:012] >R, f(t)=4 t*-2t-3 , este continud pe [0; 12]\{3}
2—log, (t-2), te[3;12]
iarin x=3,avand I, =1, = f (3) = f continui pe [0;12] ...ccccooorimriinriiiniiriiniisrsceca, 1p
f(t)=0 = t=1 t=6
3
t 1 1
‘O g 6 12 te(g;Gj .................................... 1p

f(t) ‘ _______ O++++++++0 ——————— _
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Problema 1.

Fie pe multimea Z a numerelor intregi legea de compozitie 7o ”, datd prin xoy =3xy+3x+3y+2, (D) x, yOz.
a) Verificati xoy =3(x+1)(y+1)-1, (0) x, yOZ.
b) Demonstrati cd ”o” este comutativa si asociativa.
c) Stabiliti daca structura (Z; o) are element neutru.

d) Daci d,, d,, d,, ..., d,,, sunt divizorii intregi ai numarului 2°°", calculati d, od, od, ...od,,, .

Solutie:
a) 3(x+1)(y+1)—1 :(3x+3)(y+1)—1 =3xy+3x+3y+3-1=3xy+3x+3y+2=X0Y ttrriiieeiieeeeeeeee Ip
b) Demonstrafie pentrut COMULALIVILALE ........ccueevuieriiiriieiiiieiiierieentie et ettt st ettt sr et sas e et e sreesbaesaneeaneen Ip
Demonstratie Pentrul ASOCIATIVITALE ......evveereeriierrieereeniieeieeseesiteeibeestee sttt esteesteessteeteesstesabeenbeesbaeesbeesbeesbbeesbeenseens 2p
¢) Presupunand element neutru e[1Z se deduce e = —% Uz = (Z; o) nu are element neutru ............coccceeeeee. 2p

d) Cum xo(=1)=~1si (-1)ey=-1, (O)x, yOZ
si (Z; o) este asociativd iar d = —1 este divizor al lui 2*"7 = d,od,od, ...od,y, = =1 ccorverreererrrrrrennnn 1p
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Problema 2.
Consumul de energie electrica realizat de familia Popescu, pe durata a 24 ore, este modelat de o functie K : [O; 24] - R,

cu K(O):O si care este derivabild si verifica K'(t)=(t+1)e1", (D)tD[O; 24], iar K(t) reprezintd cantitatea de
energie electricd consumata in intervalul de timp [0; t] , exprimat in Kw/h.

a) Demonstrati ca F(t) = —(t +1) (¢, tOR, este primitivad a functiei f:R - R, f (t) =rle™.

b) Demonstrati K (1)=2e~(r+2)'™", (0)r0[0; 24].

¢) Verificati ca in prima ora familia Popescu consumd mai putin de 2,5 Kw/h.

d) Considerand, pe parcursul unei zile, intervalele orare [0; 1], [1; 2], [2; 3], [23; 24] , ardtati ca cel mai mare

consum de energie electrica se realizeaza in intervalul orar [0; 1] .

Solutie:
a) F este derivabild pe R si F'()= f(1), (O)10R oot 1p
B) K (1) = [(£+1)€7dt = =(1+2) €7 +C oot 2p
K(0) T0 25 €226 oot 1p
©) K (1) Z26=3<2MR 7273 2,5 it 1p
d) Consumul in a n-a ord, n =2, este g(n):K(n)—K(n—l) :e""((n+1)e—n—2) .......................................... Ip

Se aratd cd g (n) <g (n —1) , n=2 este echivalent cu n(e —1) >2,

inegalitate confirmatd de n=2 si e—1>1
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Problema 3.
a b
Se considerd multimea G = {(b ]/a, b DZ()}.
a

a) Determinati numéarul elementelor multimii G .

b) Aratati ca (G; +) este grup abelian.

c) Calculati suma elementelor multimii G .
Solutie:

) a b
a) Fie A:( jDG.
b a

Cum a0Z poate fi ales in 6 moduri si b[0Z tot in 6 moduri, G are 36 de elemente ............cccovvvrrrnnne. 2p

b) Se arata cu usurinta ca pentru orice A, BUG = A+BUG si (G; +) este structurd comutativa si asociativa,

A A

0} . a b ) ) -a -b
.| iar fiecare A = OG are simetricd —A = OG oo 3p
b a -b -a

cu element neutru O, =
0 0

a b A A A A
¢) Matricele X UG cu proprietatea X =—X sunt X :[b j cu aD{O; } si bD{O; } si suma lor este
a

0 0
matricea O, :{ . Celelalte matrice X din G se asociaza fiecare cu simetrica —X si cum fiecare matrice

A ~

0 0

0 0
este simetrica doar unei singure matrice, suma elementelor multimii G este O, = [A | e 2p
00
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Problema 4.
Fie functia f:R - R, f(x)=vVx’+4

1
a) Demonstrati ca J.f2 (x) dx = 3
0

243
b) Calculati | ———.
N5 XEJ'C(X)
c) Calculati hm— I t f
x-0 x*
Solutie:
1 1 x 1 13
(x)dx=|(x"+4)dx=| —+4 T et et h e a e et ettt eh e st e bt et b ben bt et eas 2
a) _([f(x) _([(x+)x{3+xj0 3 p
b) Notim Vx*+4 =t = x"+4=t" = xdx=tdt
x=5 = t=3, x:2\/_:> t=4
243 4 4
j d" j —j a_ _1, (t 2)‘ o e 3p
) (- ) -4 4 \1+2), 4 3
If £ +4dt
c) hm—J't f dt—hm—jt NP +4 dt = lim*—————, cu nedeterminare 0
x-0 x x-0 X 0
si cum functia de integrat, g() £\’ +4 , este primitivabili, considerand o primitivi GDJ glt dt
avem jﬂ\/ﬁ F 4 d1 = G(X) =G (0) worvreerrsiiierirrreesesess s e 1p
0
si atunci
jﬁ £ +4dt ("]
Y _ . G(x)-G(0)\)  G'(x) . xx'+4 1
lim " =lim S = lim — =lim T T T et bs 1p
x-0 X x-0 X x-0 4x x-0 4x 2



