CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA
INSP%%?)%I}%KELI ESIOLAR 7 mai 2016 CONS%SICJ;JITI%E?«ASINI

SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

CLASA A IX-A

1. 1n planul raportat la un reper cartezian (xOy) se considerd punctele A(-3,1), B(1,-1) si
C(4,2).
a) Demonstrati cd nu existd nicio functie al carei grafic sa fie reuniunea segmentelor [AB] si
[AC].

b) Determinati functia al carei grafic este reuniunea segmentelor [AB] si [BC].

sinx _sin3x _sinSx

2. Numerele x€ (0,27) si a,b,ce R" sunt astfel incat .
a c

a) Dacd x # 7, demonstrafi cd a-(a+b+c)=b>.

b) Determinati numarul x, stiind cd a,b,c sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.

3. Se consideri triunghiul ABC dreptunghic in A, avand centrul cercului circumscris O si centrul
de greutate G . Dacdi M este un punct oarecare din plan, definim punctul M’ prin relatia
MM’ =MA+MB+MC .

a) Demonstrati ca GM’ =2MG .
b) Daca M este situat pe cercul de raza R circumscris triunghiului ABC, aratati ca punctul
asociat M’ apartine cercului de centru A sirazi 2R.

4. O foaie de tabld are forma unui dreptunghi cu lungimea de 12 m si litimea de 4 m. Decupand
aceastd foaie obtinem, fara pierderi, cinci dreptunghiuri care constituie cele cinci fete ale unui
rezervor paralelipipedic fara capac. Determinati volumul acestui rezervor, stiind cd este maxim
posibil.

Nota. Timp de lucru: 4 ore. Fiecare problema este notata cu punctaje de la 0 la 7.
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SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

CLASA A X-A

< . . 1 NP 1
1. Daci z este solutie a ecuatiei x+—=2cos@, aratati cd z" +—=2cosnf, Vne N,
X Z

2016

2. Fie A=(2+3)
a) Aratati ca (2+\/§ )2016 + (2—\/5 )2016 este numar natural.

b) Aratati ca pentru Vne N, dp, g€ N asa Incat (2+\/§)n =p +q\/§, iar 3¢> = p* —1.
¢) Demonstrati ca [A] este numdr natural impar (unde [A] reprezinta partea Intreaga a lui A).

([A]-1)([A]+3)

d) Demonstrati ca
12

este patrat perfect.

3x-2)

3. Rezolvati ecuatia 3- PoE(x2) 4 o loe(3v2) 5 glealh ) _

4. Avem p penare si ¢ creioane. Dacd asezam céte un creion in fiecare penar, rimin n creioane
afard. Daca asezam cate n creioane 1n fiecare penar, raman n penare goale. Cate creioane si cate
penare avem ?

Nota. Timp de lucru: 4 ore. Fiecare problema este notata cu punctaje de la 0 la 7.
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SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

CLASA A XI-A

Se considera multimea M formata din toate matricele cu 3 linii si 3 coloane si care au toate
elemente din multimea {—1,1}.

a) Aflati cardinalul multimii M.
b) Dati exemplu de trei matrici A, B,C e M astfel incat det A=0,det B=4,detC=—4.

¢) Demonstrati ca VT € M, atunci detT € {—4,0,4} .

d) Argumentati cd, dacid Le M atunci matricea L' are toate elementele nenule.

a) Fie punctele laticiale (adica puncte cu ambele coordonate numere intregi) A(1,0);B(0,2);
C(2,3);D(4,2) si E(3,0). Calculati prin trei metode aria pentagonului ABCDE .

b) Demonstrati ca nu existd un triunghi echilateral cu toate varfurile puncte laticiale.
(Se admite cunoscuta teorema lui Pick: Aria unui poligon 7 ale cdrui varfuri au coordonate

intregi este egala cu A(P)=i +§—1, unde i reprezinta numarul punctelor laticiale din

interiorul poligonului 2, respectiv f este numdrul punctelor laticiale de pe frontiera lui 7)

2015x+2016y+20177 =%x

Se considera sistemul: 2017x+2015y+2016z = % y

2016x+2017y+2015z =%Z

a) Indicati o solutie a sistemului.
b) Demonstrati ca sistemul are o unica solutie.

Dorel vrea sd transporte o teavd de cupru de lungime A (grosimea poate fi
presupusa neglijabild) care trebuie trecutd dintr-un culoar de ldtime L intr-un
culoar perpendicular pe primul, de latime / (vezi desenul aldturat). Teava trebuie
sa fie paraleld cu solul, n orice moment si nu poate fi indoita.

Demonstrati ca lungimea maxima a tevii pe care Dorel o poate transporta este:

Nota. Timp de lucru: 4 ore. Fiecare problema este notata cu punctaje de la 0 la 7.
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Profil real, specializarea stiintele naturii

CLASA A XII-A

1. Si se rezolve in Zg sistemul :

2x+3

2. Sisecalculeze: lim— | v +9dt .

=0 x 3

Sa se determine numerele reale m, p, g si sd se rezolve ecuatiile X =3x+m=0,
x*+ px* +gx+2=0, stiind ca au o solutie dubld comuni.

Sa se determine n > 0 astfel incat aria S(n) a multimii cuprinse Intre reprezentarea grafica a
functiei f :[0,00) >R, f (x) = ‘xz -n

, axa Ox, dreptele x = 0 si x = 1 sa fie minima.

Nota. Timp de lucru: 4 ore. Fiecare problema este notata cu punctaje de la 0 la 7.
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SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. in planul raportat la un reper cartezian (xOy) se considera punctele A(-3,1), B(1,-1) si
C(4,2).
a) Demonstrati ca nu existd nicio functie al carei grafic sd fie reuniunea segmentelor [AB] si
[AC].

b) Determinati functia al carei grafic este reuniunea segmentelor [AB] si [BC ] .

Solutie.

a) O dreapta verticald nu poate tiia graficul unei functii in mai multe puncte. In cazul nostru, axa
Oy taie atat segmentul [AB] cat si segmentul [AC]. .o 3p
b) Domeniul functiei cerute este intervalul [—3,4] .....ccocveuiiirininieeree e Ip

Pe fiecare dintre intervalele [-3,1] si [1,4] functia este liniard, deci legea sa de corespondenta este

de fOrMA [ (X) = AXFD . oot Ip

Obtinem f(x)=

sinx _sin3x _sin5x

2. Numerele xe (0,27) si a,b,ce R" sunt astfel incat ,
a c

a) Daca x # 7, demonstrati ¢d a-(a+b+c)=b".

b) Determinati numarul x, stiind cd a,b,c sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.

Solutie.
a) Pentru x # 7, toate cele trei rapoarte din enunt sunt nenule. ........c..cccceevveereienieneneeieeeeieene Ip

1 . . ) ) ) . .
Daca = ke R" este valoarea lor comund, atunci a(a+b+c)=k"-sinx-(sinx+sin5x+sin3x) =

=k’ -sinx-(2sin3xcos 2x+sin3x) =k* -sin3x-sin x-(2—4sin> x+1) =k -sin 3x-(3sin x—4sin’ x)

ST SN BH = D7 . ottt 3p
D) AVEIM SOIULIA X = JT . coeeieiieiiie ettt et te e e et e e e et e e e essae e e e ssseeesssseeesansseaeesnsseaeeenssneeenn Ip

Dacd x#7, atunci b’ =a(a+b+c)=a-3b, prin urmare b=3a. Rezultd ca sin3x=3sinx, de

unde Sin x =0, CONTAAICTIC. ..vvviiiiiiiiiiiiiiie e ettt ee e e ettt e e e e eeettbreeeeeeeeesaassaaseeaeeesnssssaaraaeeens 2p



3. Se considerd triunghiul ABC dreptunghic in A, avand centrul cercului circumscris O si centrul
de greutate G . Dacd M este un punct oarecare din plan, definim punctul M’ prin relatia

MM’ =MA+MB+MC .

a) Demonstrati ca GM~ =2MG .

b) Dacd M este situat pe cercul de razd R circumscris triunghiului ABC, ardtati cd punctul
asociat M’ apartine cercului de centru A sirazd 2R.

Solutie.
a) GM' =GM + MM’ =GM +m+m+M—C:G—M+(M—G+@)+(M—G+@)+(M—G+§):

=2MG+(GA+GB+GC)=2MG +0=2MG ....ooooooriesierscerscoessessees et 3p
b) Din relatia de la punctul a), punctele M,G si M’ sunt coliniare, astfel incit GM " =2GM .
........................................................................................................................................................... Ip
O fiind mijlocul ipotenuzei BC, punctele A,G si O sunt si ele coliniare, cu AG =2GO . ........... 1p
Rezultd ca triunghiurile AGM” si OGM sunt asemenea. Deducem cd AM =20M =2R si, de
AiC1, CONCIUZIA PrODIEINECL. ..eoviiiiiiiiiiiiiie ettt st ettt s saee e 2p

4. O foaie de tabla are forma unui dreptunghi cu lungimea de 12 m si litimea de 4 m. Decupand
aceastd foaie obtinem, fara pierderi, cinci dreptunghiuri care constituie cele cinci fete ale unui
rezervor paralelipipedic fara capac. Determinati volumul acestui rezervor, stiind cd este maxim
posibil.

Solutie.

Fie x si y dimensiunile bazei paralelipipedului, iar z indltimea acestuia; atunci xy+2xz+2yz =48 si

V = Xxyz este maxim POSIDIL ...cccooiiriiiiiiii e e e 2p
3

Din inegalitatea mediilor obtinem cd 4V* =(xy)(2xz)(2yz) < [wj =16, prin urmare

S 3 et ettt e et s st e e 3p
& . . : . . o 48 - .
In inegalitatea mediilor avem egalitate daca si numai daca xy =2xz=2yz =? , adica atunci cand

x=y=4,z=2.Prinurmare, V,  =32m" se atinge daci din foaia initiala se taie un patrat cu latura
de 4 m si patru dreptunghiuri cu lungimea de 4 m si latimea de 2 m. .......coceeveenienienninnenniennen 2p
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SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A X-A

< . . 1 ST 1
1. Daci z este solutie a ecuatiei x+—=2cos#, ardtati cd " +—=2cosnf, VneN.
Z

X
Solutie.
Varianta I — metoda inductiei matematice
. .. 1 1
Cum z este solutie a ecuatiei x+—=2C0S0 = Z+—=2C0S G ....c..ccecererurireiriireeeeeeeens Ip
X b4

P(n):z" +%= 2cosnf, VneN
z

Etapa I: verificarea

P(0):2° +i0 =2cos0, adevaratd
z

P(1):7' +i1: 2cosé, AdEVATALE o 1p
z

Etapa II: demonstratia P (1), P(k—1) si P(k)— P(k+1)

P(k-1):7""+ ! —2cos(k—1)9,P(k):zk+i=2cosk9,

k-1
Z

Ardtdm cid zk+l+%=2cos(k+l)0 ......................................................................................... 1p
b4
w1 . 1 P | 1
Din 7" +—=2cosk# si z+—=2cos0 = | 2" +— |'| z+— |=4coskfcos 0 =
Z Z z Z

1 1
M+ +L+%: 4coskfcosd = 2 +——= 4cosk6’cosé?—(zk_l +—J =
z z

Zk—l Zk 1

2 == 4008 KO COS O —2C08 (K —1) G ..o 2p

Z
7+ —— =4coskfcosf—2coskf cos @ —2sinkfsin & =2cos k& cos @ —2sin k@sin & =

Z
Z2C08 (K A1) 6. oo Ip
P(0),P(1) adevarate, P(1),P(k—1) si P(k)—> P(k+1) Vke N= P(k) adevaratiVke N
........................................................................................................................................................... Ip
Varianta a Il a:
Cum z este solutie a ecuatiei x+l =2cosf=z +l =2C080 .o Ip

X <



1 . .
7+—=2cosf = z#0, ecuatia devine z°—2zcos@+1=0.
Z

. 2cos@=*2isinf ..

A=4cos’~4=—4sin’ 0=z, = 2 & 7, =C0SOTISING oo 2p
Dacd z=cos@+isin@ = 7" =(cos@+isinf)" = 7" =cosn@+iSinng .......ccooommrcmmrcrrrrnrrneres Ip
Moivre

w1 . 1 . cos né —isinnd
= 7" +—=cosnf+isinnd + ——————=cosnf+isinnd +—; S s Ip

Z cos n@+isin nd cos” n@+sin” nd
=cosn@+isin nf +cosn@ —iSINNO =2COSNO ......ccccueieiuiiriiiiieireeeie ettt Ip
Similar se demonstreaza pentru 7 =cos @ —iSiN G .....c..coceoeriiriiriiiiirieieeeceeeeee et Ip

2016

2. Fie A=(2+1/3)
2016 2016
a) Ardtati ca (2 + \/5) + (2 -3 ) este numar natural.

b) Aritati ca pentru Vne N, 3p, g€ N asa incat (2+\/§)n = p+q 3, iar 3¢> = p* 1.

¢) Demonstrati ca [A] este numar natural impar (unde [A] reprezintd partea Intreagd a lui A).

([A]=1)([A]+3)

12

d) Demonstrati ca este patrat perfect.

Solutie.
a) Se demonstreaza folosind dezvoltarea binomului lui Newton .........cccocceiiiiiiiiiiiniiniicineeee 1p
b) Demonstram folosind metoda inductiei matematice:

P(n):3p.qe N:(2+\/§)n = p+q\3, pP—1=34"

Etapa I — verificare: P(0): (2+\/§)0 =1+0v3, p=1,g =0, p> —1=3¢" adeVArat ........oerevrr.... Ip

Etapa II — demonstratia: P(k)— P(k+1): P(k):3p,q€e N:(2+\/§)k =p+q3, pP—1=34"

Demonstram P(k+1):3p',q'e N:(2+\/§)k+1 =p'+q'\/§, p*—1=3¢"

(23" =2+ 5) (243) = a5)(23)= o 30) 13 20) = e

[ — —

Demonstrim ¢ PP —1=3G", PG € N oo 1p

c) A:p+q\/§, p.q€ N si P =1=3¢" =3¢ =\p=1=A=p+Jp* =1 oo, Ip
p—lS\/pz—l<p‘+p:>2p—1£p+\/p2—l<2p:>[p+«/p2—1J=2p—1:>[A]=2p—1,

= [A]=2p —1este NUMAT NALUTAL IMPAT «......uveeriericiiceieie et Ip
Q) [A] 220 =1, PEN D et Ip
([a]-1)-([a]+3) _(2p-2)(2p+2) _2*(p-1)(p+1) _p*-1
12 12 12 3
Al-1)-(]A[+3
Dar p2—1:3q2:>([ | )12([ I+ )=q2 - PALAt PEITECE ..vveeieieiieeeeeeeeeeeeee e 1p

3. Rezolvati ecuatia 3 - 2108x(3%=2) 4 . 3logx(3x-2) _ 5. glog,2(3x-2) —



Solutie.
Metoda I:
Conditii de existenta a logaritmilor:

x>0,x¢1§i3x—2>0:>x6(§,+00)\{1} ............................................................................ Ip
Notim 2!°8x3%-2) = g q > 0 i 319823%=2) = p p > 0.

Observim ca 6/98:2(3%-2) — 3198x(3%-2) _ [glog,Gx=2) = \/@h ... 2p
Ecuatia devine:3a + 2b — 5vVab = 0,a,b > 0.

Impartind la Vab, ecuatia devine 3 ﬁ +2 \E =5 =0 e Ip

Folosind notatia \/% =t,t > 0, obtinem ecuatia 3t + % —5=0, deci 3t2—-5t+2=0, cu

T e 1p

log,(3x-2)
a a 2 X
Cum \[; = t, vomavea = t: = (5) =

log,(3x—2)
(g) =1, deci log,(3x —2) = 0, dar asta conduce la x = 1, imposibil, din conditiile de

1o )15 1 - USRS 1p

2 logx(3x_2) 2 2 . 2 .. e
( ) = ( ) , deci log,(3x —2) =2=x*—-3x+2=0= x € {1,2} si din conditiile de

3 3
EXISLENTA VOIN ODTINE X = 2 oottt ettt ettt et ettt et et e et e et e e saeeseteenteemteeneaneas 1p
Metoda a II-a:
CONAIITIE @ EXISTEMEA ......eiiiieiieitiet ettt ettt et et e eate et et e et e st e et e et e e et e eseeeneeenteenneenne Ip

Ecuatia 3 - 2'08x(3x=2) 5. 3logx(3x-2) _ 5. 6108,2(3%=2) — () poate fi scrisa sub forma
3. 221082 (3x72) 4 5. 32l0g2(3x-2) _ 5. glog,2(3%-2) — 0 deci impiartind la 6°82G*"2 (> 0)

log_2(3x-2) log 2(3x-2)
obtinem ecuatia 3 - E) * +2 (3) * =5 =0 e 2p
’ ’ 3 2
2 logx2(3x—2) 2 . . 2
Daca (—) = t,vom avea 3t + T 5=0,3t2—-5t+2=0,cu solutiillet; =151 ¢, = 3
........................................................................................................................................................... 2p
2)108,2(3x-2) . o
Pentru (5) =1, avem log,:z (3x — 2) = 0, aceasta conducand la x = 1, imposibil, din
CONAIIIE @ EXISLEIMEA ....cuueiiuiiiiiiitieriie ettt sttt et ettt ettt esb e sbaesabeeabe et e saeesaeeenee Ip
2\l0g,2(3x-2) .5 .
Pentru (5) =3 avem log,o Bx—2)=1si x*—-3x+2=0= x€{1,2} si din
conditiile de exiStentd VOM ODHNE X = 2 .....cooiiiiiiieeiieieeie ettt ettt ettt ettt e st e sneeeaeeens 1p

4. Avem p penare si ¢ creioane. Dacd asezdm cite un creion in fiecare penar, riman n creioane
afard. Daca asezdm cite n creioane 1n fiecare penar, ramén n penare goale. Cate creioane si cite
penare avem ?

Solutie.
Asezam cite un creion in fiecare penar, atunci rdman » creioane: p+n=c.
Asezam cate n creioane in fiecare penar, avem n penare goale: n-(p—n)=C cceververeerreerrennene. Ip
) 5 n(n+1)
p+n=n-(p—n)=p+n=np-n’=p(n-1)=n+n’>=p= n EN L Ip
n—
n(n+1 n+n+n’—n 2n*
c=p+n= ( )+n=— c= E N 1p
n—1 n—1 n—1

cum PE N= (n—-1)/(n* +n) = (n-1)/(2n" +2n) _ (n=1)/2n }:>(n—l)/2:>
ce N=(n-1)/2n° (n—1)/(2n-2)



=n-1e{l,2} = ne{2,3}

Daca n:2:p=$=6;

Daca n=3:p=3;24=6;
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SIMANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XIT-A

1. Se considerd multimea /M formatd din toate matricele cu 3 linii si 3 coloane si care au toate
elemente din multimea {-1,1} .

a) Aflati cardinalul multimii M.
b) Dati exemplu de trei matrici A, B,C e M astfel incat det A=0,det B=4,detC =—4.

¢) Demonstrati ¢d VT € M, atunci detT € {—4,0,4}.

d) Argumentati ci, daci Le ‘M atunci matricea L’*'® are toate elementele nenule.

Solutie.

2) CATAIM =27 =512 oottt 2p

b) De exemplu:
1 11

N I R O B TR (< 0 R (OO UUUPPRROPSRRIN 1p
1 11
1 1 1

B =1 m1 1 [, dEEB =4 ettt —————————————————————————————————— 1p
1 1 -1
1 1 1

(O T T R B TR = G NN Ip
-1 -1 1

c)Fie Te M . Atunci —6<detT <6
Utilizand proprietatile determinantilor, 41det7 = detT € {—4,0,4} oo Ip

d) Matricea L’ va avea numai elemente impare si utilizind inductia matematici obtinem ci pentru

orice ne N matricea L' are doar elemente impare. In particular matricea L' are toate elementele
numere impare, deCi NENULE.  ......ccuoiiiiiiiiiiii ettt ettt sabe e s sbbe e bae s Ip

2. a) Fie punctele laticiale (adica puncte cu ambele coordonate numere intregi) A(1,0);B(0,2);
C(2,3);D(4,2) si E(3,0). Calculati prin trei metode aria pentagonului ABCDE .



b) Demonstrati cd nu exista un triunghi echilateral cu toate varfurile puncte laticiale.
(Se admite cunoscuta teorema lui Pick: Aria unui poligon 2 ale carui vdrfuri au coordonate

intregi este egala cu A (7) )=i+§—l, unde i reprezinta numarul punctelor laticiale din

interiorul poligonului 2, respectiv f este numarul punctelor laticiale de pe frontiera lui 2)

Solutie.
a)
Metoda 1: Aria(ABCDE) = Aria(ABC)+ Aria(ACE)+Aria(CED) =
1101110112315 s
=—10 2 1I+5I2 3 1I+5I3 0 1I:—+3+5:8 .......................................................... 2p
2 31 3 01 4 21
. . i 6
Metoda 2: Utilizdm teorema lui Pick: J4ABCDE:I+E—1:6+E—1=8 ....................................... 2p

Metoda 3: Fie 0(0,0);U (0,3);V (4,3);7(4,0);

Aria(ABCD) = Aria(OUVT ) — Aria(OAB)— Aria (UBC) — Aria (VDC) — Aria(DTE) =

B %
2 2 2 2

b) Presupunem prin reducere la absurd ca ar exista un astfel de triunghi.

Pe de o parte din formula lui Pick obtinem ca aria unui astfel de triunghi este un numar rational.
2

Pe de alta parte aria unui triunghi echilateral este , unde latura este de lungime /. Deoarece

2

3 € R\Q. Contradictie. ......ccccovverererrercinenieeieenes Ip

FeN’, obtinem ca aria triunghiului

2015x+2016y+2017z2 =%x

3. Se considera sistemul: 2017x+2015y+2016z = % y

2016x+2017y+20152 =%z

a) Indicati o solutie a sistemului.
b) Demonstrati ca sistemul are o unica solutie.

Solutie.
a) Evident, avem solutia banald (0,0,0) ....c..ccoriueiiuriirnieiieeniereeieee e 2p
b)
2015—% 2016 2017
Determinantul matricei sistemului, det A=| 2017 2015 —% 20 ) L T 1p
2016 2017 2015—%




1 1 1

detA=(2015+2016+2017—%j- 2017 2015—% 2016 | e Ip

2016 2017 2015—%

Fiecare factor al produsului este nenul
Din teorema lui Cramer rezultd ca sistemul are doar solutia banala (O, 0, O)

4. Dorel vrea sa transporte o teavd de cupru de lungime A (grosimea poate fi
presupusa neglijabild) care trebuie trecutd dintr-un culoar de latime L intr-un
culoar perpendicular pe primul, de latime / (vezi desenul alaturat). Teava trebuie
sd fie paralela cu solul, in orice moment si nu poate fi Indoita.

Demonstrati cd lungimea maxima a tevii pe care Dorel o poate transporta este

ERNPAY
N

Solutie.

Fie OA = x. Lungimea maximd a tevii este minimul lungimii segmentului BB,

2 2
N ) L L, Ip
X

Trebuic aflat minimul functiei £ : (0, 400) = R, £ (x) =V 4 5+ + 2
X




CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
INSPECTORATUL SCOLAR ETAP;& NAE(I)(I)6N ALA c Ongﬁggﬁf;gEﬁ ASINI
JUDETEANIASI mai ST MANAGEMENT INDUSTRIAL
Profil real, specializarea stiintele naturii
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XIT A
x(y+z)=2
1. Si se rezolve in Zg sistemul : y(x+z)= 2
Z(x+y)=2
Solutie
Adunand ecuatiile avem: 2 (xy + yz+xz) =0 = xy+ yz+xz€ {6 é} .............................................. 3p
Cazul I xy+yz+zx= 0= Xy=yz=xz= dcu solutiile:
(3.2.9),(5.2.2),(253).(32.3), (34.4),(18.2),(314),(341) oo 3p
Cazul Il xy+xz+ yz = 3 Xy=xz=yz= lcu solutiile (i i,i),(g,é,g) ......................................... 1p
2x+3
2. Si se calculeze: lim— J tNE +9dt .
x>0 x o

Solutie
Functia f:[x+3,2x+3] >R, f () =tV +9 este CONNUA ...vvvvvrrerrieiieiereieeeierieee s Ip

2x+3
Conform formulei Leibniz-Newton j f(t)dr=F (2x+3)—F(x+3), unde F este o primitivd a

x+3
L0 0Tt 8 3 TS PRSUSR 1p
Folosim regula lui I’Hospital pentru cazul % ................................................................................. Ip

F(2x+3)—-F(x+3
lim (2243)=F(x+3) lim (2F ' (2x+3) = F'(x+3)) =lim(2f (2x+3)— £ (x+3)) = £ (3) =18
x> X x—> x>
........................................................................................................................................................... 4p
3. Sai se determine numerele reale m, P, g $i sa se rezolve ecuatiile X =3x+m=0,
x* + px* +gx+2=0, stiind ca au o solutie dubld comuna.

Solutie
Fie f,g:R—>R, f(x)= X =3x+m,g (x)= x* + px® +gx+2si a solutia dubld comuna.
Atunci la) = (@) =051 2(A) = €7(A) = 0 oottt 2p
L@ =01IMPlCA @= 1 SAU A== 1 ettt e 1p
Cazl Daca a@=1atuncim =2, P =- 1, @ = =2 oottt ettt ettt et 1p
CazllDaca a@=-1,atunCi m = -2, P == 1, G = 2 ceorieieeeeee ettt ettt sttt e 1p
Rezolvarea completa @ UNET CUALI -..oveeruierieeiieiie ettt ettt ettt eete et et e st e et e e eeas 1p

Rezolvarea completd a celeilalte €CUALI ....oeoueerieeiiieiieiee et 1p



4. Si se determine n > 0 astfel incat aria S(n) a mulfimii cuprinse intre reprezentarea graficd a
functici £ :[0,00) 5 R, £ (x) =[x’ =n

Solutie
f este continua si nenegativé deci [} are arie si

, axa Ox, dreptele x =0 si x = 1 sa fie minima.

S(n):Arla Jf )dx = ”x —n‘a’x .................................................................................... 1p
1 1.2
Cazul I: Daca JZleS(n):I(n—xz)dx:n—gzg ............................................................... 2p
0
Jn 1
Cazul II: Daci/n e [0,1)= S(n)= I(—x2+n)dx+ I (xz—n)dxzw ...................... 2p
0 Jn
Jn=1,g(1) =41 =31* +1, =0 isi atinge valoarea minima % pentru ¢ = % on =% ................... Ip

Concluzia n = % .............................................................................................................................. Ip



