UNIVERSITATEA DE VEST DIN TIMISOARA INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN TIMIS
SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE DIN ROMANIA

Concursul Interjudetean de Matematica
Memorialul ”Traian Lalescu”

Editia a XXXIV-a, Timigoara, 25 martie 2023

Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a V-a

1. Fane a cules 756 de afine. El a impartit afinele cu prietenii sai astfel incat toti
copiti au avut acelasi numar de afine. La un moment dat, trei dintre prietenit lui Fane
au spus ca s-au saturat i i-au dat tnapot lui Fane afinele ramase, exact un sfert din
cate au primit. Fane este un mancacios; el a mancat nu numai portia sa dar si ce a
ramas de la prietenii sai. Fl nu mai stie exact cate afine a mancat, dar stie sigur ca
au fost mai mult de 150 de afine. Cate afine a mancat Fane?

Solutie gi barem: Start ......... ... 1p
Daca notam cu n numarul de afine ramase de la fiecare din cei trei copii care nu si-au
mancat afinele, atunci portia fiecarui copil a fost de 4n afine. ................. ... 2p
Fane a mancat portia sa, de 4n afine, plus cate n afine de la fiecare din cei trei prieteni,
deci Tn afine Tn total. ... .. . 1p
Cum 7n > 150, deducem ca n > 22, deci 4n > 88. Asadar, o portie consta din cel
putin 88 de afine. . ... .. 2p

Cum 9- 88 > 756, rezulta ca numarul de copii, sa-1 notam cu m, este cel mult 8 (si cel
putin 4). El trebuie sa satisfaca m - 4n = 756, adica mn = 189. Singura posibilitate
este atunci ca m = 7 gi n = 27. Astfel, Fane a mancat 7Tn = 189 de afine. ........ 4p

2. Se face o lista cu numerele de la 1 la 2023 in felul urmator:

- mat intai, se scriu in ordine crescatoare acele numere care nu sunt divizibile cu 3;
- apo1i, in continuare, se scriu, tot in ordine crescatoare, acele numere care sunt divi-
zbile cu 3 dar nu si cu 9;

- urmeaza, in ordine crescatoare, numerele divizibile cu 9 dar nu st cu 27;

- se continua in acest mod pana cand sunt scrise toate numerele de la 1 la 2023.

a) Care este ultimul numar de pe lista?

b) Determinati toate perechile formate din doud numere scrise unul dupd altul in listd
st a caror suma nu este divizibila cu 3.

c) Al catelea numar de pe lista este numarul 20237 Dar 9997



Solutie si barem: Start ......... ... 1p
a) Cum 3% = 729 5i 2-3% = 1458 sunt mai mici ca 2023, dar 37 = 2187 > 2023, ultimele
doua numere scrise vor fi 729 si 1458. Asadar, ultimul numar scris este 1458. ....2p
b) Lista incepe cu numerele nedivizibile cu 3, scrise in ordine. Dupa fiecare numar de
forma 3k 4+ 1 urmeaza 3k + 2, iar dupa fiecare numar de forma 3k + 2 urmeaza 3k + 4,
astfel ca suma oricaror doua numere vecine, nedivizibile cu 3, este divizibila cu 3.
Lista continua cu numerele divizibile cu 3, astfel ca gi aici suma oricaror doua numere
vecine este divizibila cu 3.

Singura pereche de numere vecine care au suma nedivizibila cu 3 este cea formata
din ultimul numar nedivizibil cu 3, anume 2023, si primul numar divizibil cu 3 (dar

nedivizibil cu 9), anume 3. ... 2p
c) In fata lui 2023 sunt scrise toate numerele mai mici decit el dar nedivizibile cu 3.
Agadar, din cele 2022 de numere mai mici decat el lipsesc 3-1,3-2,3-3, ..., 3-674,
adica 674 numere. Asadar, inaintea lui 2023 sunt 2022 — 674 = 1348 de numere, deci
2023 este al 1349-lea. ... ..o 2p

Deoarece 999 = 27-37 este divizibil cu 3% dar nu si cu 3%, inaintea lui 999 apar in lista:
- numerele nedivizibile cu 3

- numerele divizibile cu 3, dar nu si cu 9

- numerele divizibile cu 9, dar nu si cu 27

- numerele divizibile cu 27, dar nu si cu 81 care sunt mai mici ca 999.

In total, in primele trei categorii intra toate numerele nedivizibile cu 27. Cum 2023 =
27 - 74 + 25, in primele trei categorii intra 2023 — 74 = 1949 de numere. La astea se
mai adauga acelea dintre numerele 27 - 1, 27 -2, ..., 27 - 36 care nu sunt divizibile
cu 81. Cum 12 din cele 36 de numere de mai sus sunt divizibile cu 81, in categoria a
patra sunt 24 de numere. In total, sunt 1949 + 24 = 1973 de numere inaintea lui 999,
deci 999 este al 1974-lea. ... ... 3p
Alternativ, se puteau numara numerele care apar dupa 999 in lista: cei 24 de multipli
de 81 si cele 25 de numere divizibile cu 27, dar nu si cu 81, mai mari ca 999.

3. a) Aratati ca numerele 1,2,3,...,12 pot fi grupate in patru grupe de cdte trei asa
incat, in fiecare grupa, unul dintre numere sa fie egal cu suma celorlalte doua.

b) Stabiliti daca numerele 1,2,3,...,12 pot fi grupate in trei grupe de cate patru asa
incat, in fiecare grupa, unul dintre numere sa fie egal cu suma celorlalte trei.

c¢) Stabiliti daca numerele 1,2,3,...,33 pot fi grupate in 11 grupe de cate trei asa
tncat, in fiecare grupa, unul dintre numere sa fie egal cu suma celorlalte doud.

Solutie gi barem: Start ...... ... ... 1p
a) Putem grupa numerele, de exemplu, in felul urmator: (12,11, 1), (10,6,4), (9,7,2),
(8,5,3). In fiecare grupa, primul numar este egal cu suma celorlalte doua. ....... 3p

(Sunt si alte sase moduri de a face gruparea.)

b), ¢) Nu exista o asemenea grupare. S& presupunem ca ar exista. Sa numim ,,spe-
cial” acel numar din fiecare grupa care este egal cu suma celorlalte. Suma numerelor
speciale trebuie sa fie egala cu suma celorlalte numere, deci trebuie sa fie egala cu



jumatate din suma numerelor date. ........ ... ... 3p
La b), suma numerelor date este 78, deci suma celor trei numere speciale trebuie sa
fie 39. Dar suma a trei dintre numerele date poate fi cel mult 10+ 11 + 12 = 33 < 39,
deci gruparea de la b) nu este posibila. ......... ... 2p
¢) Suma numerelor date este impara, deci gruparea nu este posibila. ............. 1p

4. Cate dintre numerele naturale mai mici decat 2023 au proprietatea ca produsul
cifrelor este un numar nenul, divizibil cu 647

Andrei Eckstein

Solutie gi barem: Start ...... ... .. 1p
Singurul numar de doua cifre cu proprietatea ceruta este 88. .................... 1p
Cu trei cifre, consideram cazuri, in functie de numarul de cifre de 8.

1. Cu trei cifre de 8 il avem pe numai 888. ........ ... ... .. 1p

2. Cu doua cifre de 8 avem 24 de numere. Pozitia cifrei diferite de 8 poate fi oricare
din cele 3, iar cifra nenula diferita de 8 poate fi aleasa in 8 moduri. (Toate aceste 24
de numere au produsul cifrelor divizibil cu 64.) ......... ... i 2p
3. Cu o singura cifra de 8: cel putin una din celelalte doua cifre trebuie sa fie 4.

Cu doi de 4 avem 3 numere (448, 484 i 844), cu un 4 (si inca o cifra para, 2 sau 6),
avem 12 numere (sase numere cu cifrele 2,4,8 si alte sase cu cifrele 4,6,8).

4. In fine, cu nicio cifra de 8 singurul numar convenabil este 444. ................ 3p
Agadar sunt 41 de numere de trei cifre.

Cu patru cifre convin numai numerele care incep cu 1 (cele care incep cu 2 au produsul
cifrelor 0). Cum 1 e impar, acestea sunt bune daca si numai dacad numarul obtinut
stergand prima cifra este bun, ori am vazut ca acest lucru se intampla pentru 41 de
0L D110 1) 1p
In concluzie, sunt 83 de numere cu proprietatea din enunt. ......... ... . ... ... 1p



UNIVERSITATEA DE VEST DIN TIMISOARA INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN TIMIS
SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE DIN ROMANIA

Concursul Interjudetean de Matematica
Memorialul ”Traian Lalescu”

Editia a XXXIV-a, Timisoara, 25 martie 2023

Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a VI-a

1. a) Dati exemplu de 18 numere intregi cu suma §i produsul egale cu 14.
b) Aratali ca nu exista 13 numere intregi cu suma 14 si produsul 15.
c) Stabiliti daca exista 13 numere intregi cu suma 15 §i produsul 14.

Solutie gi barem: Start ......... ... 1p
a) Un exemplu este ny = 14, ng = ng =ng = nsg =ng = ny = 1, ng = ng = nyg =
M1 = M2 = M3 = — Lo 4p
b) Daca produsul la 13 numere intregi este 15, toate numerele trebuie sa fie impare.
Atunci si suma lor este impara, deci nu poate fi 14. ............... ... .......... 2p

¢) Nu exista. Daca produsul este 14, adica un numar par care nu este divizibil cu 4,
exact unul dintre cele 13 numere va fi par, celelalte 12 vor fi impare. Atunci suma
celor 13 numere va fi un numar par, deci nu poate fi 15. ............. ... ... ... 3p

2. Pe latura AB a triunghiului isoscel ABC, cu AB = AC si <BAC = 20°, se
considera punctul D astfel incat AD = BC. In exteriorul triunghiului se construieste
triunghiul echilateral AC'E. Bisectoarea unghiului <BAC' intersecteaza segmentul C' D
in punctul F. Aratati ca:

a) dreptele BC' i DE sunt paralele;

b) semidreapta (EF este bisectoarea unghiului <AEC.



B C

Solutie gi barem: Start ...... ... ... 1p
a) Avem <ABC = <ACB = 80° si <FAD = <EAC + <CAB = 60° 4 20° = 80°.
De asemenea, avem AB = AC = CE = AFE.

Cum AD = BC, rezulta ca triunghiurile FAD si ABC' sunt congruente (LUL). ..3p
Rezulta ca <ADE = 80° = <ABC, deunde DE || BC. ...............coooo.... 1p
b) Din congruenta de mai sus rezulta ca DE = AC = CFE gi ca <AED = 20°, deci
triunghiul CDFE este isoscel, cu unghiul de la varf <DEC = <AEC — <AED =

60° — 20° = 40°. Atunci unghiurile de la baza au 70°, adica <FECD =T70°. ....... 2p
Deducem ca <F'CA = <DCFE — <ACE = 70° — 60° = 10° = <F'AC, deci triunghiul
FAC este isoscel, cu AF = FC. .. e 1p

In fine, triunghiurile AFE si CFE sunt congruente (LUL)
(AF = CF, <FAE = <FCE =170°, EF - latura comuna),
deci <AEF = <CEF, adica (E'F este bisectoarea unghiului <AEC. ............ 2p

3. Cate numere de patru cifre au in scrierea lor in baza 10 o cifra de 2 scrisa langa
o cifra de 3?7 De exemplu, numerele 2023, 4321 si 3233 sunt numere cu aceastd pro-
prietate.

Andrei Eckstein

Solutie gi barem: Start ...... ... .. 1p
Numerele cautate sunt de trei tipuri, dupa cum grupul {2,3} apare pe primele doua
cifre, pe cele doua din mijloc sau pe ultimele doua cifre ale numarului. .......... 1p

Vom numara cate numere sunt din fiecare tip, dar trebuie sa tinem cont i de faptul
ca unele numere se incadreaza la mai multe tipuri deci vor fi numarate de mai multe
Oori.

La primul tip se incadreaza numerele de forma 23zy si cele de forma 32xy. Cifrele z si



y pot fi alese in cate 10 moduri, deci sunt cate 100 de numere de fiecare forma, adica
200 I total. .. 1p
La tipul al doilea se incadreaza numerele 223y si 32y, unde x este cifra nenula, iar y
orice cifra. Sunt 9 - 10 = 90 de numere de fiecare forma, deci 180 in total. ....... 1p
La tipul al treilea se incadreaza numerele 323 si xy32, unde z este cifra nenula, iar y
orice cifra. Sunt 9 - 10 = 90 de numere de fiecare forma, deci 180 in total. ....... 1p
Sa vedem acum care sunt numerele pe care le-am numarat de mai multe ori.

Am numarat si la tipul 1 si la tipul 2 numerele de forma 232y si 323y, cate 10 numere,

deci 20 Tn total. ... 1p
Am numarat gi la tipul 1 si la tipul 3 numerele 2323, 2332, 3223 si 3232. ........ 1p
Am numarat si la tipul 2 si la tipul 3 numerele x232 si 323, cate 9 de fiecare forma.
.................................................................................. 1p

Toate aceste numere trebuie scazute.
Apoi, numerele 2323 si 3232 care se incadreaza la fiecare tip au fost adunate de 3 ori,

scazute de 3 ori, deci trebuie adunate laloc. ........ ... .. 1p
In final, sunt 200 + 180 + 180 — 20 — 4 — 18 + 2 = 520 de numere care au cifre de 2 si
S VECITIE. oottt ittt 1p
Solutie alternativa si barem: Start ........... ... ... 1p
Numerele cautate sunt de trei tipuri, dupa cum grupul {2,3} apare pe primele doua
cifre, pe cele doua din mijloc sau pe ultimele doua cifre ale numarului. .......... 1p

Totusi, unele numere se incadreaza la mai multe cazuri si, pentru a nu le numara de
mai multe ori, facem cazurile disjuncte.

Mai intai avem numerele de forma 23xy si cele de forma 32zy. Cifrele z si y pot fi
alese in cate 10 moduri, deci sunt cate 100 de numere de fiecare forma, adica 200 in
110 72 1 PP 1p
Apoi avem numerele de forma 223y, unde z este cifri nenula diferitd de 3 (numerele
care incep cu 32 au fost numarate la cazul anterior). Sunt 8 moduri de a alege cifra
x gi 10 moduri de a alege cifra y, deci 80 de numere de acest tip. Analog, sunt 80 de
numere de forma 32y, unde x este cifra nenuld, diferitd de 2. Asadar, obtinem alte
160 de NUMETE. . ... 2p
In fine, avem numerele de forma zy23 si pe cele de forma zy32 pe care nu le-am
numarat in cazurile anterioare.

Pentru numerele de forma zy23, x poate fi oricare din cele 9 cifre nenule, iar y orice
cifra diferitd de 3 (numerele de forma 323 au fost numarate deja). Aparent sunt 81

de NOI NUMETE. . ...t e e e 2p
Ins& numirul 3223 a fost considerat si la primul caz, deci nu mai trebuie considerat si
acum, astfel ci sunt doar 80 de numere noi de forma xy23. ...................... 2p
Similar, sunt 80 de noi numere de forma xy32.

In total, sunt 200 4 160 4+ 160 = 520 de numere cu proprietatea dorita. .......... 1p

4. Determinati cifrele a, b astfel incat multimea { abryz2023 | xz,y,z - cifre} sa
contina 10 numere divizibile cu 111.

Andrei Eckstein



Solutie si barem: Start ......... ... 1p
Daca 111 divide abryz2023 si abx’y’'2'2023, atunci 111 divide si diferenta, adica pe
(100(z — 2’) +10(y — y/) + (2 — 2)) - 10*. Cum (111,10*) = 1, deducem c& 111 divide
100(z — 2") +10(y — y') + (2 — 2') = Tyz — 2'y’z’

(convenim sa acceptam aceasta scriere chiar gi atunci cand prima cifra este 0). .. 2p
Deducem ca daca abz’y’2'2023 este cel mai mic numar de aceasta forma divizibil cu
111, atunci urmatoarele vin din 111000 in 111000. ... . 2p

Diferenta dintre cel de-al zecelea numar si primul este atunci 999000. Asadar, sin-
gurul caz in care multimea noastra are 10 numere divizibile cu 111 este cel in care
ab0002023 este divizibil cu 111. Atunci celelalte elemente ale multimii vor fi ab1112023,
ab2222023, ..., ab9992023. ... 2p
Conditia din enunt, revine agadar la 111 | ab0002023, adic# la 111 | 107-ab+2023. Cum
111 ] 9999990 si 2023 = 18 - 111 + 25, deducem c& 111 | 10 - ab + 25. Dar (111,5) =1
implicd 111 | 2-ab+5. Cum 0 < 2-ab+5 < 2-100 +5 = 205 < 222, 2-ab+ 5
poate fi numai 111, de unde rezulta ca a = 5, b = 3 este singura solutie a problemei. 3p



UNIVERSITATEA DE VEST DIN TIMISOARA INSPECTORATUL SCOLAR
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Concursul interjudetean de matematica

Memorialul ”Traian Lalescu”, editia a 34-a,
Timisoara, 25 martie 2023

Clasa a 7-a - Solutii si barem orientativ de corectar

1. a) Consideram multimea T = {k € Z| — 1985 < k < 2023}. Determinali numdrul
tuturor perechilor (x,y) € T X T cu proprietatea cd numdrul /x + 1985+ /2023 — y este
rational.

b) Printre perechile de la punctul a) exista perechi (x,y) pentru care v +y = 34¢ Dacd
da, cate astfel de perechi existd?

Solutie:

a) Daca p,q € Q sunt numere rationale cu \/p + /g € Q, atunci \/p, /g € Q:
Daca cel putin unul dintre numerele p si g este nenul(cazul p = ¢ = 0 este evident), atunci

a=\P+IEQsi p="LT1cQsig="LLcQ...........oiiiii.. 2p
Rezulta ca perechile cautate au proprietatea ca /1985 + z € Q si /2023 — y € Q, astfel
ca 1985 + x i 2023 — y sunt patrate perfecte. ...... ... ... 2p

Pentru z,y € T avem ca 1985+ 12,2023 —y € L = {n € N|0 < n < 2023+ 1985 = 4008}.
Cum 63% = 3969 < 4008 < 4096 = 642, multimea £ contine 64 de patrate perfecte....1p
Numaérul de perechi (x,y) € T x T care respecté cerinta din enunt este atunci 64% = 4096.

..................................................................................... 1p
b) Conditia din enunt x + y = 34 este echivalenta cu

(1985 + ) — (2023 — y) = 34 + 1985 — 2023,

adicd k2 — 12 = —4, unde k? = 1985 + z,iar 12 = 2023 — ¢ . ..o 1p
Singura modalitate de a scrie —4 ca diferenta de patrate de numere naturale este

e = 02— 2 1p
Prin urmare exista o singura pereche, anume (z,y) = (—1985,2019) care respecta conditia
de la punctul a) gi pentru care £+ Y = 34. ..o 1p

2. Fie v un cerc, iar A si B doud puncte pe cercul v. Un cerc w este tangent interior
cercului v in punctul A, iar [BC| si [BD] sunt coarde ale cercului vy, tangente la cercul w

wn punctele U, respectiv V. Ardtati ca CAD = 2 - TAV .

Solutie:
1= P 1p
Fie t4 tangenta in punctul A la cercurile v §i w, K si L punctele in care semidreptele



(AU, respectiv (AV intersecteaza cercul v, tx si t; tangentele in punctele K, respectiv
L la~,iar M, N, P si () punctele in care t, este intersectata de dreptele BC, BD, tg,
respectiv t7,. Atunci triunghiurile M AU, NAV, PAK, QAL sunt isoscele, cu MA = MU,

NA=NV, PA=PK gi QA =QL...... o e 2p
Rezulta ca au loc congruentele de unghiuri

MUA = MAU = PAK = PKA,  respectiv ~ NVA= NAV = QAL = QLA,

..................................................................................... 2p
astfel c& BO || tre §1 BD || th oo 1p
Rezulta ca K si L sunt mijloacele arcelor BC' si BD din cercul v care nu contin punctul
A 2p
Dar atunci

CAD = CAK + KAB + BAL + LAD = 2KAB + 2BAL = 2K AL = 2UAV .
..................................................................................... 2p

3. Pentru orice numdr natural n consideram numdrul natural a(n) = n+r(y/n), unde r(z)
inseamnd rotungitul numarului real x la cel mai apropiat numar intreg. Determinati cel
mai mic numdr natural k, pentru care numerele a(k),a(k +1), ..., a(k +2022) sunt 2023
de numere naturale consecutive.

Solutie:

Pentru orice numar natural n avem ca
an+1)—an)=n+1+r(vVn+1)—n—r(vn)=1+r(v/n+1)—r(/n).

..................................................................................... 1p
Numerele a(n) si a(n + 1) sunt consecutive daca i numai daca r(y/n) = rv/n + 1), adica
daca si numai daca exista m € N astfel incat m < /n < vVn+1<m+ % sau m + % <
VIS A T <md Lo 2p
Numerele a(k), a(k+1), ..., a(k4+2022) sunt consecutive daca si numai daca exista m € N
astfel incat m? < k < k+2022 < m?*+m+1 sau m?*+m+1 <k < k42022 < m*+2m+1.

Deoarece numerele k, k + 1, ..., k+ 2022 sunt naturale, ultimele inegalitati se transcriu
m? <k < k+2022 <m?+m, respectivm? +m+1<k <k+2022<m?+2m. ...1p
Multimea A, = {m? m? +1,...,m? + m} contine m + 1 numere naturale, iar multimea
B ={m?>+m+1,m*>+m+2,...,m?>+ 2m} contine m numere naturale........... 1p
Cel mai mic numar m € N pentru care A, contine 2023 de numere este m = 2022, iar cel
mai mic numar m € N pentru care B,, contine 2023 de numere naturale este m = 2023.

..................................................................................... 1p
Rezulta ca numarul & minim pentru care numerele naturale a(k), a(k+1), ..., a(k+2022)
sunt consecutive este k = 20222, .. ... 2p

(Pentru acesta avem ca a(2022%) = 2022 x 2023, a(2022% + 1) = 2022 % 2023 + 1, ...,
a(2022% 4 2022) = a(2022 * 2023) = 2022 * 2024, care sunt 2023 de numere consecutive.)



4. Fie A, B i C trei puncte coliniare, aflate pe o dreaptd d, cu B € (AC). Perpendicularele
a $i b pe dreapta d prin A, respectiv B, sunt intersectate de o dreaptd c prin C' in punctele
Q, respectiv R. Perpendiculara prin A pe BQ intersecteazd dreptele BQ in punctul L si
b in punctul T. Perpendiculara prin B pe AR intersecteazd dreptele AR in K gia in S.
Aratati ca
a) Punctele C, S si T sunt coliniare.

b) Punctele C, K si L sunt coliniare.

Solutie:
S 12 P 1p
Deoarece a L d L b rezulta ca a || b, astfel ca triunghiurile CAQ si C BR sunt asemenea
si
BR (CB CR
AQ CA  CQ°

..................................................................................... 1p
Din perpendicularitatile a 1. d L b si AT 1 BQ obtinem egalitatile de unghiuri

AQB = QBT = 1dr — ATB = TAB,
astfel ca AQAB ~ A ABT, de unde avem ca ﬁg = g?, sau AQ - BT = AB2.
Similar,

ARB = RAS = 1ldr — ASB = ABS,
ABRA ~ AABS, deci B E = AS, si BR-AS = AB?.
..................................................................................... 2p

_ AQ _

Atunci AQ - BT = BR - AS, astfel cd 37 = 35 = BC ...................... L /E)
Rezulta ca triunghiurile dreptunghice SAC si RBC sunt asemenea, astfel ca AC'S = BCR
si punctele C') R, S sunt coliniare. ............. ..o 1p

b) Fie M € anCL si N € bNnCK. Cu teorema lui Menelaos in triunghiurile A ABQ
intersectat de transversala M LC, respectiv A, RBA intersectat de transversala K NC'
avem

AM . % . Be =1, respectiv BN : RE . AC =1
MQ LB CA ’ NR KA CB ’
..................................................................................... 1p
astfel ca
AM  AC BL AC AB? _AC AB? . BT? B
MQ BC QL BC AQ? BC BR2-AS?
_AC AB? B(C? _ BC AK BN
~ BC BR? AC®* AC RK NR
..................................................................................... 1p
Rezulta ca ‘j‘g = gg, astfel ca &5 = gg §1 trlunghlurlle dreptunghice A CAM si
A CBN sunt asemenea. Atunci LC’A = MC’A — NCB=FKCA si rezulta ca punctele C,
K gl L sunt COlMIATE. .. ... 2p

Nota: Orice abordare corecta se puncteaza corespunzator gradului de rezolvare a problemei.
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Concursul Interjudetean de Matematica
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Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a VIII-a

1. Fie numerele reale x si y ce verifica egalitatea
(V2023 — 2] + [& — y] + [y — V2023] = 0,
unde [a] este partea intreaga a numdrului real a.
1. Sa se arate ca x g1y sunt numere irationale.

2. Sd se arate cd existd numerele intregi b si ¢ astfel incat v + bx + ¢ = 0.

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
{v2023 — z} + {z — y} + {y — V2023} = 0, unde {-} este partea fractionara ............. 2p
T=V20234+ksiy=vV2023+q, k,qQ E L. .o 2p
Se demonstreaza ca /2023 este irational. ........ ... . 1.5p
Se demonstreaza ca x si y sunt irationale. ....... .. ... 1p
Se demonstreaza, cd a2 — 2kx + k% — 2023 = 0. ..o 2.5p

2. Sa se determine multimea A = {a > 0| ezistiz € R astfel incat[z]> — a[z] + 4 = 0}, unde [x]
este partea intreagd a lui x. Pentru a € ANN sd se rezolve ecuatia [r]> — alx] +4 = 0.

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
Se demonstreaza ca A C {% In e N} 2.5p
Se demonstreaza ca {%M € N*} C A; daca a = %, n € N*, atunci n este o solutie a
ecuatiel [X]2 — a[T] 44 = 0 oo i 2.5p
Se demonstreaza ca ANN = {4, 5} .. 1p
Se demonstreaza ca pentru a = 4 solutiile sunt x € [2,3) ... ... 1p
Se demonstreaza ca pentru a = 5 solutiile sunt € [1,2) U[4,5) ..o, 2p

3. Fie multimea
M = {n € N*| existd 1, ..., v, € N* astfel incit 7 + --- + 22 = 2023}.
1. Sa se arate ca multimea M este nevida $i finita.

2. Sa se arate ca cel mai mic element al lui M este 4.



Solutie gi barem: Start ...... ... 1p

Se demonstreaza ca 2023 € M. ... 1p
Se demonstreaza ca dacan € M, atunci n < 2023, ... . 1p
Se arata ca 2023 nu este patrat perfect si se deduce ca 1 ¢ M. ....... ... ... ............ 1

Se arati ca dacd x1, o € N*, atunci 22 + 23 are restul impartirii prin 4 in multimea {0, 1, 2}.
Restul impartirii prin 4 a lui 2023 este 3. Sededuce ca 2 ¢ M. ...............coiii... 1.5p
Se aratd cd daca xy,ze, x5 € N* §i 22 + 22 + 22 = 2023, atunci z;, x5 si 23 sunt impare ... 1p
Dacd z1 = 2y + 1, 13 = 2ys + 1, 73 = 2ys + 1 5i 2 + 22 + 23 = 2023, atunci y; (y1 + 1) + ya(yo +
1) + ys(ys + 1) = 505. Se ajunge la o contradictie si se obtine 3¢ M ................... 1.5p
2023 = 12 + 22 4+ 132 + 432 sau 2023 = 17 + 17> + 172 + 34%. Se deduce cad € M ........ 2p

4. (1) Fie planul o, punctul A in planul o, dreapta A ce nu este perpendicularda pe planul o g1 A,
proiectia ortogonala a dreptei A pe planul . Sa se arate ca d(A,A,) < d(A, A).

(it) Fie ri,mo € R si punctele Ay, Ay din spativ. Sa se arate ca AjAy < r1+ 1o dacd si numai
daca pentru orice punct P din spatiu exista dreapta Ap ce contine punctul P si d(Ay, Ap) <1y
§Z d(AQ, Ap) S To.

Observatie: Daca A este punct din spatiu si A dreapta atunci numarul d(A, A) este distanta de
la punctul A la dreapta A.

Solutie si barem: Start .......... .. 1p
(1) Se discuta cazurile A C aworl A € Ay oot 0.5p
Daca B = pry A si C =praB se arata ca d(A,A,) = AB < AC =d(A,A) ..., 2p

(i1) Fie B pe segmentul A; A, astfel incat 418 = 2t

Daca A1As < ry + ry, atunci A1B < rq si AQB T< ro. Prin punctul P din spatiu construim
dreapta Ap := PB. Avem d(A;,Ap) < A1B <1y sid(As, Ap) < AB<rg. ............ 2.5p
Presupunem ca pentru orice punct din spatiu P exista dreapta Ap ce contine punctul P si
d(Al, Ap) S 1 §1 d(Ag, AP) S 9.

Cazul A1 = Ao oo 0.5p
Cazul A; # A,. In planul perpendicular pe dreapta A;As ce trece prin punctul B luam un
punct P astfel incat PB > ry si PB > ry. Fie Ap o dreapta ce trece prin P si pentru care
avem d(Ay, Ap) < ry i d(As, Ap) < ry. Notam cu A proiectia ortogonala a lui Ap pe planul
PAlAQ.

Folosind () se arata ca A este o dreapta, d(A;, A) < ry, d(As, A) < ry si A nu este paralela
cu dreapta A1 Ao, oo 1p
Fie @) punctul de intersectie al dreptelor A i Ay As.

Cazul @ este pe semidreapta [BAs. Se arata ca AyB < r;. Din A(A;PQ) = A(A1PB) +

A(QPB) se deduce ca A8 = A2L2 J1 4 JF — B9 <\ J1 4 B — B2 < 1 Avem A A; =

1 T1
AlB + AQB = AlB% S r1 + 7ro.
Cazul @ este pe semidreapta [BA;. Se arata analog ca AyB < ry i AjAs <r; 4719 ....2.5p
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Clasa a 9-a - Solutii si barem orientativ de corectare

1. a) Fie a,b € N* gi u,v € Z astfel incdit au+ bv = 1. Ardtati ca pentru orice numere nat-
uraler € {0,1,...,a—1} sis € {0,1,...,b— 1}, numarul n = asu+brv da la impartirea
cu a restul v, 1ar la tmpdrtirea cu b restul s.

b) Determinati ultimele 4 cifre ale numdrului 25032923,

Solutie:
12 1p
a) Deoarece bv = Ma + 1, rezulta ca brv = Ma + r, astfel ca n = asu + brv = Ma +r.
Analog, au = Mb+ 1, asu = Mb+ssin=asu+bro=Mb+s.................... 2p

b) Vom determina resturile numarului 2503%°3 la impartirea prin 2% si prin 5. Deoarece
(2503,2) = 1 = (2503, 5), cum (21) = 8 si p(51) = 125, folosind teorema lui Euler avem

2503792 = 2503M8+T = 25037 = (16 - 126+ 7)' =7 = (7*)*- 7=1-7=7 (mod 2*),

respectiv
25032023 — (4 . 54 4 3)2023 = 32023 — 316-125+23 = 323 — (36)3 . 35 =

= 104%-243 = 4864243 = (—150+14)-(250—7) = 150-7+250-14—98 = 77 (mod 5*).

Deoarece 5% = 625 = 624 + 1 = 39-2* + 1, numarul n = (=39) - 2* - 77+ 1-5%.7 =
—T77-624+7-625 =7 —T70-624 = —43673 da la Impartirea prin 2* si prin 5% resturile 7,

respectiv 77, la fel ca 25032023 1p

Rezultd ca 2503223 = n =5-10* + n = 6327 (mod 10%), adica ultimele patru cifre ale

numarului 25032923 sunt 6327. ... ... 2p
2.

it Fie A, B, C', D si P cinci puncte, oricare trei dintre ele necoliniare, iar G1, G, G3 si G4
centrele de greutate ale triunghiurilor PAB, PBC', PCD, respectiv PDA. Determinati,



in functie de a = AC i b = BD, suma G,G2 + G»G3.

Solutie:

Fie K, L, M si N mijloacele segmentelor [AB], [BC|, [CD] si [DA]. Atunci G; € (PK),
Go € (PL), G3 € (PM) 51 G4 € (PM), cu

PG, PGy PGy PG, 2
PK ~ PL  PM PN 3

..................................................................................... 2p
In triunghiurile ABC, BCD, CDA, DAB avem ca KL | AC' | MN, LM || BD || NK,
KL=MN=1 AC§ LM=NK=2LYBD. .. ... 2p
Rezulta ca K LM N este paralelogram, ........ ... . i .. 1p
j G1Gs _ GaGa _ 2 1

si GLF T p
Cu teorema paralelogramului avem cd KM? + LN? = KL?> + LM? + MN? + NK? =
2(L-AC) +2(5 - BD)? = L@+ D). oo 1p

Obtinem atunci ca G1G% + G,G3 = (%)2 (KM? + LN?) =5 - 3(a®> + b?) = 2(a®* + 1?). 2p

3. Fie (an)n>1, (bp)n>1 §1 (Cn)n>1 trei siruri de numere reale care au proprietdtile:
i) sirurile (an)n>1 86 (7= )n>1 sunt crescatoare,
ii) b, > 0 pentru orice n € N*.

n
Daca existda un numdr natural nenul n pentru care are loc egalitatea Y, apby, = 0, ardtati
k=1

ca Y agcr > 0.
k=1
Solutie:

k
Notam [1,n]y = [1,n] NN gi pentru fiecare k € [1,n|y fie S, = > a;b;, respectiv Sy = 0.
i=1

Conform enuntului avem ca S,, = 0. Daca ar exista un k < n cu S; > 0, atunci cel putin
k

un termen al sumei Yy a;b; ar fi pozitiv. Daca i € [1,k]y cu a;b; > 0, rezulta ca a; > 0 si
i=1

cum sirul (a,, ), > 1 este crescator, ar rezulta ca a; > 0 pentru orice j > i, astfel ca sirul
S; este crescator incepand de la termenul cu indicele 7. Rezulta ca 0 = S,, > S;, > 0, ceea
ce este absurd. Prin urmare, Sy < 0 pentru orice k € [1,n]y. .. ooovviiiiiii i, 4p
Cu formula de sumare a lui Abel avem atunci

n n n n—1
Ck Ck ar  Qg41 Cn
= by - — = S — Sp_1)— = S| — — S,— >0.
321 axCr 321 a0k by E (Sk k 1)bk E k (bk ) + b, =

k=1 k=1

deoarece toti termenii sumei sunt nenegativi. ........... ... . i 5p



4. Fie ABC un triunghi oarecare, cu cercul circumscris w = C(O, R), si centrul [ al cercului
sau inscris. Consideram, de asemenea, mijloacele M, N si P ale arcelor BC', CA, AB ale
cercului w, care nu contin varfurile A, B, respectiv C. Aratati ca

a)
IM+[N+IP>%(BC+CA+AB).

b)
IM? + IN? + [P? > 3R?.

Solutie:
S AT . oo 1p
a) Fie I, centrul cercului a—exinscris triunghiului ABC'. Deoarece (BI si (C'1 sunt bisec-
toare interioare, iar (BI, si (C1, bisectoare exterioare, rezulta ca I/BTQ = @ = ldr si
patrulaterul I BI,C' este inscriptibil, inscris intr-un cerc cu centrul in mijlocul segmentului
[I1,], care este in acelasi timp la intersectia mediatoarei segmentului [BC| cu bisectoarea

(AI. Acest punct este exact mijlocul M al arcului BC............................... 2p
Rezulta ca IM = BM = CM, de unde 2IM = BM + CM > BC. Analog, 2IN > CA
si 2I P > AB. Prin adunarea acestor inegalitati se obtine inegalitatea ceruta......... 2p

b) Deoarece IM = BM = 2Rsin (é), avem ca

A 2,312, 2
IM? = AR? sin® (5) — 2R*(1 — cos(A)) = 2R? (1 - m)

2bc
R2 2
= E(GQ —(b—0)?) = %(GB —a(b—c¢)?),
..................................................................................... 2p
astfel ca
2 2 s R4 g g 2 2 2 2 2 2
IM*+ IN*+1IP :76(@ +b° + ¢ — ab® — ac® — ba® — be® — ca® — cb” + 6abe) .

a
..................................................................................... 1p
Conform inegalitatii lui Schur,

a® + b+ — ab® — ac® — ba® — bc? — ca® — cb® + 3abe =
=ala—"b)(a—c)+bb—a)(b—c)+c(c—a)lc—=0b) >0,
..................................................................................... 1p
astfel ca
RQ
IM? 4+ IN?*+1P% > — . 3abc = 3R>
abc
..................................................................................... 1p

Nota: Orice abordare corecta se puncteaza corespunzator gradului de rezolvare a problemei.
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Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a 10-a

1. (a) Fie a > 0. Aratati ca ecuatia a® = x® are cel mult doua solutii pozitive.

(b) Fie a > 0. Rezolvati in (0, 00) ecuatia 27" = a®".

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
(a) Pentru a = 1 ecuatia are solutia = = 1.

Pentru a # 1 logaritmam in ecuatie; rezulta x = alog, x. ........ ... ... ... ... ... 1p
Pentru a > 1 functia alog, x este strict concava; pentru a < 1 aceasta functie este strict
670 017> <2 F PP 1p
Rezulta ca ecuatia x = alog, x are cel mult doua solutii. ............ ... .. .. .. .. ... 2p

Argumentul de converitate se poate face alternativ ridicand ecuafia din enunt la puterea i,

. . o : o[ 1\*
pentru functia strict convexra sau strict concava (aa> .

(b) Pentru a = 1 ecuatia are solutia z = 1. Pentru a # 1 logaritmam in ecuatie; rezulta
AT lOg, T = Q0. 1p
Rezulta ca avem log, x > 0. Pentru a > 1 functiile a” si log, x au valori pozitive gi sunt ambele
strict crescatoare; pentru a < 1 functiile a® si log, x au valori pozitive si sunt ambele strict

dESCIESCATOATE. ottt e e 2p
Functia a” log, © este deci strict monotona, deci ecuatia din enunt are cel mult o solutie. Se
observa ca x = a este (unica) solutie. ....... ... . 2p

2. Fie D ={z € C| |2| = 1}. Aratati ca
max |2° — 2+ 2| = V13.
z€D

Solutie gi barem: Start ....... ... 1p

|z3—z—|—2‘2:(z3—z+2) (23—2—1—2):6—1—2(23—1—23)—(z2+22)—2(z+2)



Notam z + zZ =t € [—2, 2]; se obtine

22—z 42| =2 —3t) — (12— 2) =26+ 6= 2> — > — 8t + 8.

(26> —t* — 8t +8) —13 = (t+1)*(2t — 5) <0,
cu egalitate dac# si numai daca t = —1, deci pentru 22 +2+1=0. ................. 3p+1p

3. Se considera triunghiurile echilaterale la fel orientate AOAB, AOCD, ANOEF astfel incat
punctele A, C| E si respectiv B, D, F' nu sunt coliniare. Aratati ca triunghiul AACE este
echilateral daca gi numai daca triunghiul ABDF este echilateral.

Solutie si barem: Start ........... .. 1p
Se utilizeaza (cu sau fara demonstratie) urmatoarele leme:

Lema 1. Triunghiul AABC' de afixe a, b, ¢ este echilateral pozitiv orientat daca si numai daca
a + be + ce? = 0. Triunghiul AABC de afixe a,b, ¢ este echilateral negativ orientat daca si
numai dacd a + be? 4 ce = 0.

Lema 2. Triunghiul AABC de afixe a, b, ¢ este echilateral daca si numai daci a® + b? + 2 =
ab + bc + ca,

unde5:cos%”+isin%“. ................................................................ 3p

In ipoteza ca triunghiurile din enunt, sunt, de exemplu, pozitiv orientate, si alegand originea in
punctul O se obtine din Lema 1 ca

a+bc=0; c+de=0; e+ fe=0.

Conform Lemei 2, triunghiul AACE este echilateral daca si numai daca a®+c*+e? = ac+ce+ea,
echivalent cu b? + d? + f? = bd + df + fb, care are loc daca si numai daca triunghiul ABDF
este echilateral. ... ... . 3p

4. Determinati functiile w : C — C care au proprietatea ca pentru orice patrat A;AsA3Ay
situat in plan avand afixele varfurilor notate respectiv cu 2z, 29, 23, 24 are loc egalitatea

w(z) + w(zs) + w(zs) + w(za) = w (Zl e Z‘*) .

4



Solutie gi barem: Start ......... .. 1p
Pentru un punct arbitrar Z de afix z € C construim ”reteaua” de patrate din figura. ..... 3p
Aplicand succesiv ipoteza rezulta

w(a) +w(e) + w(z) + w(h) = w(m);

w(b) + w(e) + w(z) +w(f) = w(n);

w(c) +w(g) +w(z) + w(f) = wip);

w(d) +w(h) +w(z) +w(g) = w(q).
O 2p
Insumand aceste egalitati si tinand cont ca avem de asemenea

w(e) +w(f) +w(g) +w(h) = w(z);

w(m) +w(n) + w(p) + w(q) = w(z);

w(a) + w(b) +w(c) + w(d) = w(z)
.......................................................................................... 3p
rezulta

w(z) + 2w(z) + dw(z) = w(z),

deci w(z) =0 pentruorice z € C. ..o 1p

Problema 4
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Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a XI-a

1. Fie A € Ms(R) cu X(A) = X(A?) = 2, unde pentru orice matrice X = (xij)1<ij<2 € Ma(R),
Z(X) =211 + X9 + Top + Toa. Calcula;ﬁz' E(A2023).
Solutie gi barem: Start ......... . 1p

Utilizand teorema Cayley-Hamilton obtine ¥(A?)—tX(A)+2d = 0, unde t = tr(A) sid = det(A) 3p

Din X(A) = X(A?) =251 2(A?) —tX(A)+2d=0deduce t —d =1 .......ccoviiiiiiiiiiin... 1p
Din A% = tA% — dA obtine X(A3) = tX(A?) — dX(A) si astfel Z(A3) =2t —d)=2. .......... 2p
Deduce si aratd prin inductie cd S(A") =2, Vn > 1 si astfel D(A?3) =2 ................... 3p

2. Fie A,B € M,(R), A # B, astfel incit A?"?* = B> g AMBB = BXB A Calculati
det(A20% 4 B2023).

Solutie gi barem: Start ........ .. 1p
Observa ca (A20% + B223)(A — B) = A4 — A20BpB 4 B2283A _BXM = ... .......... 3p
Presupunand ca det(A?0% 4+ B20%3) £ (), existd C' = (4202 4+ B203)~1 1p

Din relatia (A%*%+4 B?%23)(A—B) = O,, obtine C(A**+4B?"23)(A—B) = O, si astfel A—B = O,, 3p

Cum A # B, presupunerea facuta este falsa si concluzioneaza ca det(A*? 4 B2023) =0 ...... 2p

3. Fie f : [a,b] — [c,d] o functie astfel incat pentru orice sir (x,)n>1 C [a,b] cu lim z, = x gi

n—o0
lim f(z,) =y avem cay = f(x). Ardtati ca functia f este continud.
n—oo
Solutie si barem: Start ......... . 1p

Considera x € [a,b] §i (z,)n>1 C [a, b] un sir convergent cu limita z. Cum sirul (f(z,))n>1 C [c, d]
este marginit, acesta va avea subgiruri convergente. ............. . i 1p



Considera (f(zg,))n>1 C [¢, d] un astfel de subsir convergent si noteaza cu y € [c, d| limita sa. Din
(n)n>1 convergent catre x, deduce ca si (xy, )n>1 este convergent, avand limita tot z. ... .. 2p

Cum (2, )n>1 C [a,b] este convergent cu limita x si (f(zx,))n>1 C [c, d] este convergent, cu limita
y, deduce din ipoteza ca y = (). ..ot 2p

Observa ca toate subsirurile convergente ale sirului (f(z,))n,>1 au aceeasi limita, f(z), si astfel
intreg sirul (f(x,))n>1 este convergent cu limita f(z).. ... 2p

Deduce astfel ca pentru orice gir convergent (z,),>1 C [a,b] cu limita z, girul (f(z,))n>1 C [c, d]
este convergent cu limita f(x) si astfel f este continua in z.................. ... ... 1p

Cum z € [a,b] a fost arbitrar ales, deduce ca f este continua pe [a,b]. ........................ 1p

4. Calculatr limita
lim {n!- e},

n—o0

unde {a} reprezintd partea fractionard a numdrului real a.
Solutie si barem: Start ......... . . 1p

Notand E, =1+ % +... i!, Vn > 1, obtine pentru orice m,n > 1

n
1
N 1 I Ve S W B (=) i 1 n42
Ein = En =300 ot < 5oyl 2oke0 GriDF = oD T IS 1p

Pentru n > 1 arbitrar fixat si m — oo, din inegalitatea E,, ., — E, < —— - 2 deduce

(n+D)! " nrl
e—F, < ﬁ . Z—ﬁ ..................................................................... 1p
Cum (nil)! . Z—ﬁ < ﬁ, Vn > 1, obtine e — E, < ﬁ, VY >1 o 1p
Deduce existenta unui gir (c,)n>1 C (0,1) astfel incat e = E, + -2, Yn>1 ................. 2p
Observa ca n!E, € N i astfel [n!-e] = [nlE, + =] =nlE,, Vn>1........................... 2p
Pentru n > 1 obtine {n!-e} =nl-e—[n!-e]=n!-e—n! - E, =nlle-E,) =n!- 2 =% 1p
Cum 0 < & <+ Vn > 1 concluzioneazd cd lim {n! e} = lim & =0........................ 1p

n—00 n—oo
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Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a XII-a

1. Fie (G,-) un grup, cu elementul unitate e € G, avind 2n elemente (n € N*). Pentru doud
submultimi nevide A, B C G vom nota AB = {a-b : a € A, b € B}. Daca submultimea
H={e}U{g € G : g*>+#e} are exact n elemente, ardtali cd:

i) n este un numar natural impar;
i) (G\H)(G\ H) C H;
i) HG\H) CG\H ¢i (G\H)H CG\ H;

iv) H este subgrup abelian.

Solutie si barem: Start ......... . 1p

i) Observam c&, pentru un element h € G, h € H \ {e} daca si numai dacd h™' € H \ {e}. Cum
H\ {e} se poate partitiona in submultimi de forma {h, h='} si h # h™!, deducem can—1 = 2k
cu k € N, adica n este un numar natural impar ....... ... .. ... 2p

it) Daca, prin absurd, exista a,b,c € G\ H astfel incat ab = ¢, atunci a, b, ¢ sunt distincte doua
cate doua si ba = c¢. Deducem ca {e, a,b,c} este un subgrup al lui G, format din 4 elemente.
Astfel, conform teoremei lui Lagrange, 4 | 2n, rezultat imposibil intrucat n este un numar
natural IMpaT .. ... 2p

ii1) Fiind dat g € G\ H, functiile G\ H > z — xg € H si G\ H 3 x — gz € H sunt functii injective
intre doua multimi avand acelasi numar de elemente n. In consecinta, ele sunt si surjective,
adica, pentru orice element h € H fixat, ecuatiile h = xg si h = gz au solutie unica x € G'\ H.
Concluzionam ca hg =z € G\ H, respectiv gh=x € G\ H ......... .. ... .. 2p

iv) Fie hy,he € H si g, 91,92 € G\ H astfel incat hy = g1g si hy = gog. Atunci

hihs = (91992)9 = (92991) ' g = (92991)9 = hahy.

In final, folosind subpunctele ii) si iii), observam ¢& hiho € H ... 3p.

2. Fie (A, +,) un inel cu proprietatea ca exista n € N, n > 2, astfel incat x™ = x pentru orice
x € A.



i) Ardtati cd dacd a € A sia® =0 atunci a =0 (0 € A noteazd elementul nul al inelului).

n—1

i) Ardtati cd xy"' = y" 1z, pentru orice x,y € A.

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
i) Fiea€ Acua®=0. Atuncia=a"=a""2a> =0 ..ot 2p

ii) Fie x,y € A i s& notdm a = y" !

Avemca a? =y 2 =gty 2 =gy 2 =y = 2p
Dar
2 _ 2 2 —
(ax — aza) (ax — azxa)(ar — ara) = arax — arara — arax + axa“ra =
= azar — arara — araxr + arara =0
i analog (za — 2= 4

S C (A — aZA)? =0 o p
Conform (i) rezulta ca ax —azra =za —ara=0gideci ax =xa. .................oo ... 1p

3. Fie f:]0, 00) — [0, 00) o functie descrescatoare cu proprietatea ca exista M > 0 astfel incat

f(t)dt < M, pentru orice x > 0. Ardatati ca lim zf(x) = 0. Ramane adevarata concluzia
T—r00

daca se inlocuieste ipoteza de "monotonie descrescatoare” a functiei f cu cea de "integrabilitate
Riemann pe orice interval [0, z|” ? Justificati raspunsul..

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
Presupunem, prin reducere la absurd, ca lim zf(x) sau nu exista sau exista dar nu este nula.
T—r00

Exista atunci g > 0 si un sir strict crescator (x,,),>1 C [0, co) cu proprietatea ca lim x,, = oo,

n—oo
ar T, f(Tn) = €0, T Lo 3p
Putem extrage un subsir (y,)n>1 C (25)n>1 astfel incat y,11 > 2y, n > 1. oo 1p
Deoarece functia f este descrescatoare vom avea:
M>/f dﬂ?—Z/f d$>zyk—yk1 (y) = liykf(yk)>@a
2 — - 2
pentru orice n € N* (unde yy = 0). Contradiclie ....... ... 3p

e” , xe€l0,00)\N

. Avem ca nu exista
1 , reN

Consideram functia f : [0, co) — [0, 00), f(z) = {

T—r00

lim xf(z) degi f este integrabilda Riemann pe orice interval [0, x] si /f(t) dt =1—e"<1,

PENtIU OTiCe T € [0, 00) .+ttt ettt ettt e 2p

4. Sa se determine functiile polinomiale g :R — R, de grad cel mult doi, astfel incat egalitatea

1

/ f(3 Ndr = / (z)f(32% — 20%)dx

0

M\»—‘



sa aiba loc pentru orice functie continua f : R — R.

Solutie si barem: Start ......... . 1p

Reprezentdm g sub forma g(z) = ax?® +bx + ¢, x € R, unde a, b, ¢ sunt constante reale. Inlocuind,
pe rand, f(x) = 1,z,2%, € R in relatia din enunt, obtinem un sistem liniar de trei ecuatii cu
necunoscutele a, b, c. Gasim, in urma rezolvarii sistemului, solutillea =b=0sic=2 ..... 3p

Cu g = 2 facem schimbarea de variabild 3 — 2z = 4cos?0 de la z € [—3, 2] la 6 € [0, Z]. Formula
integrala devine:

/2 f(cos® 30) sin(20)df = 2/3 f(cos? 30) sin(26)d6
0 &

Despartim integrala din membrul stang in suma a trei integrale, pe intervalele [0, ¥], [%, 7] si [3, 5].
In prima si ultima integrala facem schimbarile de variabile ¢ = £ — 6, respectiv ¢ = %’r — 0.

Deducem , dupa efectuarea calculelor, ca membrul stang are aceeasi valoare cu membrul drept



