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Capitolul | §
GEOMETRIE VECTORIALA(IX)

1) Conditiile ca trei numere reale a,b,c sa fie laturile unui
triunghi sunt: a,b,c>0 si a<b+csib<c+asic<a+b

2) Linii importante in triunghi
a) mediana - uneste varful triunghiului cu mijlocul laturii opuse, sunt
3 mediane care se intersecteaza in G numit centru de greutate
b) Indltimea - perpendiculara din varf pe latura opusa, sunt 3 Tnaltimi
care se intersecteaza in H numit ortocentru
c) mediatoarea - perpendiculara pe mijlocul laturii, poate sa nu treaca
prin varf, sunt 3 mediatoare care se intersecteaza in I numit centrul
cercului circumscris
d) bisectoarea - imparte unghiul in doua parti egale, sunt 3 bisectoare
care se intersecteaza in I numit centrul cercului inscris

3) Proprietiti in triunghiul dreptunghic cu m(<«A)=90°

T. lui Pitagora AABC dreptunghic < BC? = AB? + AC*®

T. catetei AABC dreptunghic= AB? =BC-BD, unde BD este
proiectia catetei AB pe ipotenuza

T. iniltimii AABC dreptunghic = AD?* = BD-CD

Obs.1: lungimea inaltimii: AD = GG
ip.
Obs.2: Tn AABC cu AM mediani, avem relatia

AM :B—2C<:>(AABC e dreptunghic cu m(<A)=90° )

4) Teorema lui Thales

Tn AABC avem: MN || BC < AM _ AN
‘MB  NC

5) Teorema fundamentali a aseméanarii

in AABC avem: MN || BC < AM _ AN _ MN
AB AC BC
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6) Teorema lui Menelaos Tn AABC fie M € AC,PeBC,N € AB.

Atunci punctele M, N, P sunt coliniare %2 BN =1

PB NA
7) Teorema lui Ceva In AABC fie M € AC,PeBC,N € AB.

Atunci dreptele AP,BM,CN sunt concurente AM CP BN =1

MC PB NA
8) Teorema bisectoarei In AABC fie M € BC . Atunci
(AM bisectoare pt. <A) @E _EM
AC CM
9) Suma a doi vectori
a) necolininari, regula triunghiului B
— se poate aplica doar daca originea
celui de-al doilea vector coincide cu A " "------2
extremitatea primului  vector, iar C

rezultatul e un vector ce porneste din

originea primului vector i are

extremitatea Tn extremitatea celui

de-al doilea, adica AB+BC =AC

a) necolininari, regula paralelogramului — se poate
aplica doar daca cei doi vectori

C M
au aceeasi origine, iar rezultatul ey
un vector ce porneste din originea I

A B

comuna a celor doi vectori si are
extremitatea in cel de-al patrulea

AB+AC =AM .

10) Modulul unei sume de vectori — se exprima intreaga suma de
vectori in functie de un vector dat, se foloseste ca ‘a\7‘ = |a|M , lar
modulul unui vector este lungimea segmentului din care provine

11) Situarea punctelor date prin relatii vectoriale — se cere

situarea unui punct M daca AB=k-BM sau altele analoage, se
deduce coliniaritatea punctelor, apoi se discuta in functie de cele 3
situatii de situare a punctului nou
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12) Exprimarea unui vector in functie de doi vectori dati — se
foloseste regula triunghiului sau regula paralelogramului.
Obs.: daca se cere o exprimare de vectori Tn hexagon regulat, gasim
punctul de intersectie si exprimam in functie de acest punct

13) Coliniaritatea a doi vectori

Metoda I: se exprima in functie de vectorii dintr-o baza (doi

vectori necoliniari) si se arata ca au coordonatele proportionale

Metoda I1: (ﬁ si v coliniari) o (Hk eR cuu= k-\7)

Obs.: vectori coliniari sau vectori paraleli este acelasi lucru

14) Coliniaritatea a trei puncte — se arata ca vectorii AB si AC
sunt coliniari, §i cum au un punct comun inseamna ca cele trei puncte
sunt coliniare

15) Proprietiti ale vectorilor necoliniari — daca u si v

necoliniari, din relatia a-u+b-v=0= (a =0sib= 0)
16) AM median in triunghiul ABC @mzé(ﬁJrE)

17) Tmpirtirea unui segment intr-un raport dat

Daci M _k = vA avem W:L-E+L-A—C
MC 1+k 1+k
Daci M _k = vA avem W:L-A—C+L-ﬁ

MB 1+k 1+k

18) Conditia ca G este centru de greutate in AABC

a) G centru greutin AABC < GA+GB+GC =0

b) G centru greutin AABC < MA+ MB + MC =3-MG, VM
19) Coordonatele unui vector

a) dacd u=xi+y] = coordonatele sale sunt (X, y)

b) dacd stim punctele A(X,,Y,) si B(Xg, Y5 ), atunci
coordonatele vectorului AB sunt (xB — X Ys — yA)
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c) egalitatea a doi vectori — dacd U= x,i+Yy, j,v=Xi+VY,],
atunci U=v< X, =X, 51y, =Y,

20) Modulul vectorului v=x,-i+Y,- ] este M = X2 +y?
21) Operatii cu vectori dati prin coordonate
U +u, =(x +x )i+ (y1+y2)j aﬁ:axiﬂxﬁ
22) Conditia de coliniaritate (e acelasl lucru cu conditia de
paralelism) Daca U = X, i+ yuj $iV=X, i+ yvj atunci conditia ca

- - X
ujlve += o
XY
23) Conditia de perpendicularitate: Daci u T +VY, ] si

V=X,i+Y, ] atunci conditia ca:
ULV xx, +Y,Y, =0
24) Produsul scalar a doi vectori - daca U= X,i+Y, ] si

V=Xi+Y,],atunci u-v=xx +y,y, sau

G-V =|dl|-|[v]-cos(<(t,V)) = X +y2-\[x2+ Y -cose, unde
<r(U V) este unghi orientat trigonometric
educerea cosinusului unghiului dintre doi vectori

=X TV Y = ‘ ‘ ‘ ‘ COS(A):cos(A) XX Yo Yy

-

25D
u-v

Obs.1: un unghi e ascutit <> cos(<)>0
Obs.2.: un unghi e obtuz <> cos(<)<0
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Capitolul 11
GEOMETRIE CU COORDONATE (X)

1) Reper cartezian - este format din doua axe de coordonate
perpendiculare, axa absciselor Ox si axa ordonatelor Oy

Obs.: M eOx=1y,, =0 M eOy=x, =0
2) Distanta intre punctele  M,(X,Y,) siM,(x,Y,) (lungimea

segmentului MM,) este M;M, = \/(Xz —X1)2 +(y2 - yl)2
3) Coordonatele mijlocului segmentului M,;M, unde M1(><1,y1),

XX
(ys) sunt {2
M, (X,,Y,) sun
e y _NhtY,
M 2
4) Coordonatele centrului de greutate al AM,M,M, cu
X Xy t+Xg
3
M, (X, Y: ) M, (%5, Y, ), Mg (X, sunt
100 ¥2) M2 (%, ¥2), Mg (%, ¥5) Yt
o

5) Conditia ca o figura sa fie paralelogram
ABCD paralelogram <> diagonalele au acelasi mijloc
6) impirtirea unui segment in raport k

1 k
Xy =——Xg +——X¢

M Tmparte BC in raportul k=BM 1+k ° 14k
MC y —Ly L
M1k TP 14k

7) Determinarea intersectiei unei drepte cu axele de coord.:
AOX:y=0=x=..=A(..,0)

~Oy:x=0=y=..=B(0,..)
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Obs.: dacd dreapta are o singura necunoscutd, atunci ea este
perpendiculara pe axa a carei necunoscuta apare
8) Panta unei drepte:

my = 12_3:11 :_%:m:tg(/’
9) Calculul determinantului de ordin 3
a b c
d e f|=aei+ bfg+ dhc—gec—bdi—afh
g h i

10) Determinarea ecuatiei unei drepte ce trece printr-un punct
M, (X, Y,) si are panta cunoscuta m este: d:y—y, =m(X—x,)

11) Determinarea ecuatiei unei drepte ce trece prin doua
puncte M,(x, ¥;) si M,(X,,y,) este:

x y 1

metoda I: |x, Yy, 1=0 sicalculam determinantul cu fomula
X Y, 1

metoda I1: Y% = X%
Yo=Y XX

12) Ecuatia unei drepte ce trece prin origine y = mx

Ecuatia primei bisectoare y = x

Ecuatia celei de-a doua bisectoare y = —x

13) Ecuatia unei drepte paralele cu x=a este x=b,vVb=a

Ecuatia unei drepte paralele cu y=a este y=b,Vb=a

14) Intersectia a doua drepte - se gaseste rezolvand sistemul
format din ecuatiile acelor drepte

15) Verificarea daca un punct apartine unei drepte — inlocuim
coordonatele sale in ecuatia dreptei si daca obtinem relatie adevarata,
atunci punctul e pe dreaptd, daca obtinem relatie falsa, punctul nu e
pe dreapta
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16) Determinarea unui punct situat pe o dreapta — dam lui X 0
valoare si determinam valoarea lui y .

Obs.: analog putem da lui y o valoare si determina valoarea lui X
17) Doui drepte coincid doar daca au coeficientii proportionali,

adica E:E:&
a, b, ¢
18) Conditia ca 3 puncte M, (x,V;), M,(X,,Y,) siM;(X,,Y;)

sa fie coliniare:

XY
metoda I: se arataca [x, y, 1=0
X3 Ys
metoda Il: se determina ecuatia dreptei determinate de doua

dintre ele, se pune conditia ca si cel de-al treilea sa fie pe aceeasi
dreapta

metoda Ill: se arata ca panta dreptei determinate de 2 dintre ele
este egald cu panta dreptei determinate de alte doua puncte

19) Aria unui triunghi de varfuri M,(x,Y;), M,(X,,¥,), My(%;, ¥s)

L XY
este S :E-|A| unde A=|x, VY,
X3 Ys

20) Distanta de la un punct M(x,,Y,,) la o dreapti de ecuatie
d:ax+by+c=0 este

dist (M, d) = 2 DY +9
Ja? +b?

21) Conditie de paralelism:
d,|ld, <m =m,
22) Conditia ca dou: drepte si fie concurente
d, si d, sunt concurente <> m, # m,
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23) Conditie de perpendicularitate:
dld,<m-m=-1
24) Determinarea ecuatiei medianei unui triunghi
E1) stim coordonatele varfurilor triunghiului, gasim mijlocul laturii
E2) folosim ecuatia dreptei ce trece prin doud puncte (varful si
mijlocul laturii opuse)
25) Determinarea ecuatiei inilfimii unui triunghi

. . . eqar e 1
El)se calculeaza panta laturii i rezulta ca panta inal{imii este ——
mI
E2) folosim ecuatia dreptei ce trece printr-un punct si are pantad
cunoscuta
26) Determinarea ecuatiei mediatoarei unui triunghi
E1) se calculeaza mijlocul si panta laturii
E2) stim punctul (mijlocul laturii) si panta mediatoarei (——]
mI
E3) folosim ecuatia dreptei ce trece printr-un punct §i are pantd
cunoscutdd : y—y, = m(X—X,)
27) Determinarea ecuatiei bisectoarei unul triunghi

E1) se foloseste teorema

] . AB BD
bisectoarei => — = —
AC DC

E2) se calculeaza 5 e
BD
AB=+..,AC=+...=>—=
V- V- o
E3) punctul D imparte segmentul BC in raport Kk

— K y 1y+Ly
1+|<B1+|<XCD1|<81+|<C

E4) stim A si D = ecuatia bisectoarei

=Xy =

10
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28) Determinarea simetricului unui punct fati de un punct
E:) se traseazi segmentul AB,
se prelungeste cu un segment
congruent BA'

E,) B este mijlocul lui AA'

X, + X,
= Xg = 22— = X, = »

29) Determinarea simetricului unui punct fati de o dreapta
E1) se duce proiectia lui A pe d A
se prelungeste cu un segment
congruent
E2) AA' este perpendicular pe d
dreapta d — aflam panta lui M
AA' = ecuatia lui AA'

Es) AA'nd ={M}, M este
mijlocul lui AA'= coordonatele
punctului A'

30) Determinarea simetricei unei drepte fati de un punct
E1) se duce proiectia lui A pe d : 4
= A, se prelungeste A/A cuun |
segment congruent = A ' |
E,) prin A" ducem d' paralela cu oA
d caci my=m,, iar A' este |
cunoscut (A mijlocul lui AA")  —--------- T

11



Ovidiu Badescu Descoperind matematica de liceu
31) Determinarea simetricei unei drepte fata de o dreapta

paralela
Ei1) se verifica paralelismul 4

dreptelor d si d, "
E,) se alege un punct pe d & p
(preferabil o intersectie cu i
una din axe), se duce 4 :
simetricul fagade d, = A" "~ T T 0 AT

Es) prin A" ducem d'||d cacistim m,. siA’

32) Determinarea simetricei unei drepte fata de o dreapta
neparalela

E;) se verifica daca dreptele sunt s &
concurente
E;) se alege un punct pe d A Mz 8

(preferabil o intersectie cu una i
din axe), se duce simetricul fata

de d,= A’

Es) se calculeaza d nd, = M

Es) sestiu A' si M = ecuatia lui d'
32) Calculul masurii unui unghi format de doua drepte:
m, —m,

tgp =
9% 1+mm,

caci intotdeauna se considera unghiul ascutit intre 2 drepte
Obs.: Daca valoarea fractiei e pozitiva, atunci unghiul e ascutit, altfel
unghiul e obtuz

12
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Capitolul 111
TRIGONOMETRIE (I1X)

1) Trigonometrie in triunghiul dreptunghic

. catop . cat.alat
SIN =———; COS = —; ;
ip Ip
: al
ig = cat.op ; ctg = cat.alat
cat.alat cat.op
2) Transformarea din grade in radiani si invers
a) din grade in radiani 180" oo s
folosim regula de 3 simpla o «

b) din radiani in grade, inlocuim 7 =180°
3) Tabelul trigonometric

E1) se poate calcula sinus U 130 J45 [60 |90
si cosinus pentru unghiuri | sin 0 L 1.ala]|!
de: 0°,30°,45°60°,90° 2 | 2|7
E2) in linia de constructie | “%* L Bl flofo
se pun cifrele de la 0 la 4 22|12

E3) se extrage radical din |8 o1t 1A
fiecare A3

E4) rezultatul se Tmparte |[°% AR I A B
la doi si se trece la sinus _ 43

E5) la cosinus se trec im e A2 H]A
valorile de la sinus, doar 2 121 2121342

ca in ordine inversa

E6) la tangenta folosim tg = cat.op
cat.alat

de la tangenta si le scriem in ordine inversa

iar la cotangentd ludm valorile

13
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4) Semnele lui ,,cos” si ,,sin” in cele patru cadrane

A cosx>0

sin xeCd.l :>{ )
Cadranul | Cadranul 1 sin x> 0
cosx<0
xeCdll=< .
cos sinx>0
4 cosx<0
xeCd.lll =< .
sinx <0
cosx>0
Cadranul 111 Cadranul IV y ccdIV=1
sinx <0

5) Determinarea valorilor functiilor ,,cos” si ,,sin” in punctele
de intersectie ale cercului trigopnometric cu axele de coordonate
A cos0=1

Sin {
Cadranul | Cadranul | sIn 0 = 0
T
cos—=0
cos 2
sin z =1
2
C

Cadranul 11

cost=-1
sinz =0

adranul IV {

cos3—”:0
2

sin3—ﬂ:—l
2

6) Formula fundamentali a trigonometriei sin” x+ cos” x =1
- se foloseste atunci cand stim o functie trigonometrica si cand se cer
celelalte, insa semnul trebuie ales in functie de cadrane

14
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7) Functii complementare

. T T .
sin| ——X |=cos X CoS| ——X |=sinx

o o
tg(ﬁ—xchtghi Ctg(z—szth: !

2 tg X 2 ctg x

8) Paritatea, imparitatea functiilor trigonometrice
sin(—x) =-sinx cos(—x) = cos x
tg (—x) = —tgx ctg (—x) =—ctgx

Obs.: singura functie para este cosinus, celelalte sunt impare.
9) Periodicitatea functiilor trigonometrice

sin(x+2kz)=sinx,Vk e Z, cos(x+2kr)=cosx,Vk e Z
tg(x+kz)=tgx,vke Z, ctg (x+km)=ctgx, vk € Z
Obs.: daca vrem sa folosim periodicitatea pentru fractie, scoatem
intai intregii din fractie, apoi folosim periodicitatea.
10) Formule trigonometrice fundamentale
a) “cos ““ pastreaza acelasi tip de functii, schimba semnul
cos(a+b)=cos a-cos b—sin a-sin b
cos(a—b)=cos a-cos b+sin a-sin b
b) “sin” schimba functiile, pastreaza semnul
sin(a+b) =sin a-cosb+cosa-sinb
sin(a—b) =sin a-cosb—cosa-sinb
c) “tg” pastreaza semnul la numarator, iar la numitor 1l schimba

tg(a+b): tga +tgb tg(a—b): tga—tgb
1-tga-tgb 1+tga-tgb
d) “ctg” pastreaza semnul la numitor, la numarator il schimba
ctg (a N b) _ ctgactgh-1 ctg (a —b) _ ctgactgbh +1
ctgb + ctga ctgb —ctga

Obs.: Se folosesc la sin15°=sin(45°—30°),sin 75°=sin(45°+30°)

15
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11) Formule trigonometrice pentru dublul unui unghi

a)sin2a = 2sina-cosa

b) cos2a = cos® a—sin*a, cos2a =2cos’a—1, cos2a=1-2sin’a

2- ctg’a-1
c) tg2a= tgf d) ctg2a = gga--
1-tg a 2ctga

12) Formule pentru jumiitatea unui unghi

1+cos?a
1+cos2a=2cos’a cos,za:T
. . 1- 2
1-cos2a=2sin’a sin2g=-_c0sca
a 1+cosa .oa 1-cosa
CoS—| =,/ ; sin—|= /
2 2 2 2
13) Substitutia universala
sina= 2a : cosa= g X tga: 2a
1+tg2 < 1+tg2 2 1-tg2 2
g 5 g 5 g 5

14) Transformarea produselor in sume

a) sina-cosb=%(sin(a+b)+sin(a—b))
b) cosa-sinb:%(sin(a+b)—sin(a—b))
c) cosa-cosb=%(cos(a+b)+cos(a—b))

d) sina-sinb= —%(cos(a+ b) —cos(a—b))

16
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15) Transformarea sumelor in produs
. . . a+b __a-b

a) sina-+sinb =2sin——cos——

2 2

b) sina—sinb = 2sin a%bcosa—;b

a+b __a-b
C) cosa+cosh = ZCosTcosT

d) cosa—cosh =—2sin a%bsina—;b
16) Teorema cosinusului: Oricare ar fi triunghiul ABC =
a’ =b*+c?—2bccos A sianaloagele.
17) Relatia lui Stewart: Daca A,B,C sunt coliniare, atunci VM

din plan avem:
MA?.BC —MB?- AC +MC?-AC = AB-BC-AC
18) Lungimea medianei Fie AABC de laturi a,b,csi AM
2(b* +c?)-a’
4

mediani. Atunci AM? =

19) Lungimea bisectoarei AD = 2—bccosé
b+c 2

20) Formulele lui Neper

_A:J(p—M(p—d A_ [p(p-a)

sin ,C0S— =
2

bc 2 bc

A_Jﬂrbﬂﬁ—C)m A_J p(p-a)

—_= | g _— - 7

2 p(p-2a) 2 \(p-b)(p-c)

21) Teorema sinusurilor Oricare ar fi triunghiul ABC =
a _ b _c _

sinA sinB sinC

t9

17
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22) Aria triunghiului (suprafata triunghiului)

a-h absinC
S== S=— s=4p(p-a)(p-b)(p-c)
S=r.p g - ke

4R
a+b+c L i ]
unde p = — semiperimetru, r —raza cercului inscris,
R —raza cercului circumscris
Obs.1: Aria triunghiului dreptunghic este: S = C1-202
2

Obs.2: Aria triunghiului echilateral este: S = 4\/§

Obs.3: Raportul ariilor a doua figuri asemenea este egal cu
patratul raportului de asemanare
23) Deducerea razei cercului inscris si a cercului circumscris

din formulele de arie se deduc r :i, R= abe
p 4S
24) Aria paralelogramului ABCD
- se foloseste ca A,;.p =2 A » deci se deduce ca

Asgcp =a-h, =absinC

18



Ovidiu Badescu Descoperind matematica de liceu

Capitolul 1V
FUNCTII SI ECUATII TRIGONOMETRICE (X)

1) Trasarea graficului functiei sin

a)sin: R —[—11]
b) “sin” nu ¢ bijectiva, ; g 1&*\
alegem restrictia “ag —n\% W
sin: —E;B —[-11] 7

2 2

iar inversa acestei restrictii este arcsin:[—1,1] — l—% ; %]

2) Trasarea graficului functiei cos

a)cos: R —[-11]
b) “cos” nu e bijectiva, alegem % TN -
restrictia cos:[0;p]—[~11] L7 e

iar inversa acestei restrictii este arccos : [—1, 1] — [0; p]
3) Trasarea graficului functiei tg

a)tg :R\{%+kp|kez}—>R

b) “tg” nu e bijectiva, alegem

restrictia @ : [—%,%] —R

iar inversa acestei restrictii este arctg : R —

—

19



Ovidiu Badescu Descoperind matematica de liceu

4) Trasarea graficului functiei ctg

a) ctg :R\{kpk e Z} - R ‘
b) “ctg” nu e bijectiva, alegem |

restrictiactg : (0,p) — R

iar inversa acestei restrictii este arcctg : R — (0; p)

5) Compararea valorilor unor functii trigonometrice a caror
argument este in grade (de exemplu, cos1°,cos2° cos3°) - se face
din cercul trigonometric

6) Compararea valorilor unor functii trigonometrice a céaror
argument este in radiani (de exemplu, cosl,cos2,cos3) - se face
din graficul acelei functii, comparand semnul si lungimea valorii
functiei Tn aceste unghiuri

7) Calcularea valorilor functiilor trigonometrice inverse
arcsinx=y = x=siny arccosx =y = X=Cosy
arctgx=y=>x=tg y arcctgx=y = x=ctg y
Obs.: trebuie ca valoarea obtinuta sa fie in codomeniul functiei
inverse date, altfel o "aducem™ acolo

8) Relatie intre o functie trigonometrica si inversa sa

sin(arcsin x) = x sin(arccos x) = v1-x’

cos(arccosx) = x cos(arcsin x) = v1-x
tg (arctgx) = x tg (arcctgx) = %
ctg (arcctgx) = X ctg (arctgx) = %

9) Paritatea, imparitatea functiilor trigonometrice inverse
arcsin (—x) = —arcsin x arccos(—x) =z —arccos x
arctg (—x) =—arctgx arcctg (—x) = —arcctg X
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10) Formule pentru functiile trigonometrice inverse

arctg a—arctgb = arctg
+ab

a+b
1-ab
11) Ecuatii trigonometrice fundamentale
a) sinx =a are solutii doar dacd ae[-11]

arctg a-+arctg b = arctg

dacia¢[-L1] < xed

daciae [—1,1] & Xe {arcsina+2kﬂ| ke Z} U{TL’ —arcsina+2kﬂ| ke Z}
Obs: Solutia este echivalentd cu X € {(—1)k arcsina + kTL" ke Z}
b)cosx=a are solutii doar daca ae[-11]

dacia¢[-L1] < xed

daciae[-11]< xe {arccos a+2krlk e Z} U {—arccos a+2krlk e Z}

Obs: Solutia este echivalenta cu X € {i arccosa+ 2k71| ke Z}

C)tgx =a are solutii pentru orice a e R, solutia este

}

d)ctgx =a are solutii pentru orice a € R, solutia este

xef

x e {arcctga + kz|k e Z|
12) Rezolvarea de ecuatii date prin egalitati de functii
a) sin f ( )—sing( )=(f(x)=0(x)+2kr sauf (x) =z —g(x)+2kr)
b) cos f (x)=cosg(x)=>(f (x)=g(x)+2kr sauf (x)=—g(x)+2kr)
¢) tg f(x)=tg g(x)= f (x)=g(x)+kr
d) ctg f (x)=ctg g(x)= f(x)=g(x)+kz
)

Obs.: Ecuatia sin f (x)=cosg(x)=> sin f (x)= sin(%—g(x)}
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13) Rezolvarea ecuatiei de tipul asinx+bcosx=c
metoda | (nu e generald, dar e mai simpla)

- se Tmparte prin v/a” +b’

) a . b c
- se obtine sinx+ COSX =
Va2 +b? Jai+b? Va2 +b?

- daca valorile a si b sunt din tabelul trigonometric,

Ja2  a+b?
N . a . b .
inlocuim cu ——— =cost, respectiv ——=sint

a’ +b? a’ +b?

c
JaZ+b?

metoda Il: - se rezolva sistemul {

- obtinem sin(x+t) =
asinx+bcosx=c
sin® x+cos*x =1
Obs.: la metoda a Il-a, nu toate valorile lui x obtinute sunt solutii

pentru ecuatia initiald, pentru a fi solutii, trebuie verificate in ecuatia

initiala.
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Capitolul V
MULTIMI DE NUMERE, ECUATII (IX)

1) Multimi de numere:
a) Numere naturale - se noteazd cu Nsi N={0;1,2;3;......}

b) Numere intregi - se noteazd cu Zsi Z ={...;-2;-10;12;......}
¢) Numere rationale se noteaza Q = {%;a, beZ,b= 0} sau

Q= {fractii zecimale ce se pot scrie cu un numar finit de zecimale}

Obs.: fractiile zecimale periodice sunt numere rationale.
d) Numere reale - se noteaza cu R si contine toate numerele
e)Numere irationale R\Qsunt numerele reale care nu sunt

rationale (au o infinitate de zecimale), sunt de fapt fractii zecimale
infinite si neperiodice

2) Intervale de numere reale, operatii cu intervale

- uninterval din R - este multimea tuturor numerelor reale
cuprinse intre capetele intervalului, este o “bucatd din axa

numerelor”, se noteaza: [a;b], (a;b), [a;b) sau (a;b]

a) reuniunea: I, Ul, ={xeR|xel sauxel,|

b) intersectia: I, N1, ={xeR|xel, sixel,}

c) diferenta: 1,\1,={xeR|xel, sixel,}

3) Rezolvarea ecuatiei de gradul Il: ax’ +bx+c=0,a=0
Calculim A =b*-4ac

b+JA

Daca A > 0=>ecuatia are radacini reale x, , = 5
' a

b
Daca A=0= X =X, =——
aca X =X, 3

Daca A < 0= ecuatia nu are radacini reale
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4) Conditii pentru ecuatia de gradul 11
. oecuatie de gradul II are radacini reale << A>0
- o ecuatie de gradul II are radacini reale distincte <> A >0
- o ecuatie de gradul II are radacini reale egale << A =0
- o ecuatie de gradul II nu are radacini reale << A <0
5) Conditia ca doua ecuatii de gradul II sa aiba aceleasi
S ¥s e a_ b ¢
radacini este ca: —=—=—
a b
6) Rezolvarea ecuatiilor de grad superior (grad > 2). Schema
lui Horner
E1) dacd ecuatia nu are termen liber, se da factor comun X la cea
mai mica putere dintre cele care apar

E2) daca ecuatia are termen liber, se calculeaza D adica

termen liber
divizorii termenului liber

E3) se face schema lui Horner pentru X —d, unde d este divizor,
pand obtinem restul 0, celelalte linii se taie.

E4) Schema lui Horner presupune trei linii. Pe prima linie se pun in
ordine descrescatoare puterile lui X, pe cea de-a doua coeficientii, iar
pe cea de-a treia, primul coeficient se copiaza, se inmulteste cu
rezultatul, se adund in diagonald; repetdm procedeul si ultimul
rezultat este restul, iar celelalte sunt coeficientii catului, de grad cu 1
mai mic decat impartitorul;

ES5) Ecuatia devine

(X —d)(catul obtinut) =0 = x =d sau (cétul obtinut)=0

Obs.1 : Daca cea de-a doua paranteza are gradul mai mare decat 2 , o
descompunem din nou cu Horner

Obs.2: Daca nu obtinem radacini cu metoda de mai sus, incercam

D .
schema lui Horner pentru D= termen liber

coeficient termen de grad maxim
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7) Inecuatii de gradul I rezolvate cu tabelulul de semne
El) serezolva ecuatia = x=...
E2) se alege x corespunzitor din tabelul :
X ‘ X,
ax+b ‘ -sgn(a) 0  sgn(a)
unde sgn(a)inseamna “semnul lui a”

8) Inecuatii de gradul II rezolvate cu tabelul de semne

—b+JA
a

se rezolva ecuatia: = X, = unde A =b*-4ac

E2) se alege linia corespunzatoare cazului nostru din tabelul

X X X =X X,
A>0 | sgn(a) 0 -—sgn(a) 0 sgn(a)
A=0 | sgn(a) 0  sgn(a)
A<0 sgn(a)

9) Inecuatii cu fractii si cu produse folosind expresii de grad I,
de grad Il sau de grad superior
E1) se trec toti termenii in partea stanga
E2) se face tabel de semne, gasim semnul factorilor de grad I sau
grad II (daca avem factori de grad >2, descompunem cu Horner)

E3) se face tabel de semne folosind %z\, %z\, 2:0, Va=0,

a-0=0, 0-0=0, 0-a=0
10) Conditia ca o functie de gradul II sa pastreze acelasi semn,
vxeR

a>0 a<0
a) ax +x+c>0,vxeR g b) ax* +bx+c <0, Vx e R < <

A<0O A<O

a>0 , a<0
¢) axX +x+c>0, W eR< d)ax’ +bx+c<0, W eR<

A<0 A<0
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11) Proprietati ale modulului: fie ¢ un numar real

a)|x>0,vx eR; b)|X| =0« x=0;

c)|[X|+|y|=0ex=y=0 d)|X=|y| & x=+y

e)|[x|<c,c>0< xe(-c;c); X>¢,¢>0 < X e (-0 -¢) U (C;0)

X|<c,c<0=xed X|>c,c<0< xeR

O s oees b s - oLy <o

Exp.l: |a| <2< ae(-22); la] > 2 < ae(-0-2) U (2;0)
la<-2<aec@ 3 >-2<aeR

Exp.2:|2x—1| <3« 2x—1€(-3;3) & 2x€(-24) < x€(-12)
12) Ecuatii cu module
E1) se egaleaza cantitatea din

fiecare modul cu 0 Cantitatea | | Semne
E2) se face tabelul de semne QOdL_” gorespunzatoare
E3) se discuta pe cazuri, se “ant"[datfa emne
alege solutia care este in cazul moau corespunzatoare

respectiv, vom obtine S,,S,,,...
E4) solutia finald este S; =S, US,, U...

13) Inecuatii cu module
E1) se egaleaza cantitatea din

fiecare modul cu 0 Cantitatea | | Semne
E2) se face tabelul de semne QOdL_” gorespunzatoare
E3) se discuta pe cazuri, se antitatea emne
intersecteaza solutia cu 1 modul corespunzatoare

intervalul in care ne situam, vom obtine S ,S,,...

E4) solutia finald este S; =S, US,, U...
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14) Parte intreaga — primul intreg mai mic sau egal decat

numarul nostru, se noteaza [X] (si este primul intreg din stanga

numarului)

Parte fractionari : se noteaza {x}, {x} = x—[x]

15) Proprietati pentru parte intreaga si parte fractionara:

a)[x]=x d.d. xeZ; b){x} €[0;1)
c){x} =0 d.d. xeZ; d)[m+x]=m+[x],VmeZ;
e){m+x}={x},vmeZ f)x—1<[x]<x<[x]+1;

16) Ecuatii cu parte intreagi de tipul [ f (x)]=g(X)
El) notdm [f(X)]=k€Z=g(x)=k
E2) din g(x)=k = x=... in functie de k
E3) folosim [f(x)|< f(x)<[f(X)]+1=k<f(x)<k+1
E4) inlocuim x din E2) in functie de k= inecuatie cu k
ES5) se aleg din intervalul de solutii doar valorile intregi ale lui k,

apoi revenim la notatia de la E2) si gasim pe X
17) Identitatea lui Hermite

[x]+[x+%}+[x+%}+...+{x+n7_l}:[nx]
EXp.: [x]+[x +%} =[2x] [x]+[x+ﬂ+[x+§} =[3x]

Obs.: identitatea lui Hermite se poate folosi la rezolvarea ecuatiilor,
de exemplu:

1 1 3 Xx+1| | 2x+5| 3x-5
[X]+] X+=|+] x+= |=8+| x+=| sau + =
el o] w AL
18) Formule de calcul prescurtat:

(a+b)2=a2+2ab+b2 (a—b)2=a2—2ab+b2
(—a+b)2 =a?—-2ab+b? (—a—b)2 =a’+2ab+b?
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(a+b+c)’ =a® +b*+c? +2ab+2ac +2bc
(a+b-c)’ =a?+b?+c?+2ab - 2ac - 2bc
a+a;+.a; =(a +a, +...an)2 -2(aa, +a,3,+..a,,a, )
(a+b)3 =a’+3a’h+3ab’ +b° (a+b)3 =a’+b’+3ab(a+b)
(a-b)’ =a®-3a%+3ab’ - b’ (a-b)’ =a®-b*-3ab(a-b)
a’-b*=(a-b)(a+b)
a’-b*=(a-b)(a’ +ab+b’) a’ +b®=(a+b)(a’ —ab+b’)
a"-b" =(a-b)(a" +a"?b...+b"*),vneN
a"+b" =(a+b)(a" -a"h+...+b""),Vne 2N +1
a’+b’+c’~3abc=(a+b+c)(a’+b’ +c” —ab-bc-ac)

19) Inegalititi evidente:

a)Daca a-b>0:>3+922
b a
b) X* +y*+2° > xy +yz+2X, VX, Yy, ZeR
20) Inegalitatea mediilor (valabila pentru numere pozitive):
min(a, ) <m, <m, <m, <m <max(a) unde

n .. n .
m, = Zn: 1 armonica m, = n/H a, geometrica

k=1 &

2.3
m, =*L— aritmetica m, =
n p

Obs.1:Egalitate are loc d.d.toate numerele sunt egale
Obs.2: Cea mai des folosita este a, +...+a, >n-{/a,-...-a,

patratica
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Capitolul VI
SUME, INDUCTIE. SIRURI. PROGRESII (IX)

1) Suma puterilor primelor ,,n”” numere naturale

Zn“l:n Zn:k n(n +1)
Zn:kz _n(n+1)2n+2) st [n(n+1)}
= 6

Obs.: e valabila distributitatea sumei: Z(axk +by, )= azn:xk +bzn: Y,

k=1

si a produslui: f[(Xk Yi ) = (ﬁ Xy ](ﬁ Yi J
k=1 k=1 k=1

2) Calcularea sumelor de tipul
1 1 1
S=—+—-+...+
2-7 7-12 (5n+2)-(5n+7)

- se descompune numaratorul ca suma de numitori, si se da factor
comun pentru a nu schimba rezultatul

1(7-2 12-7 (5n+7)—(5n+2)
S == + o
5( 2.7 712 (5n+2)-(5n+7)
3) Egalititi demonstrate prin inductie:
I') P(prima valoare posibild) adevarata

I) Presupunem adevarata = P(k+1) adevératd
unde P(k):...
P(k+1):
Stim P(k), construim termenul cu puncte, puncte din P (k +1).

E suficient sd aratdm cd ceea ce obtinem mai sus este egal cu
termenul celdlalt din P(k +1)
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4) Inductia cu pasul 2
I. Se arata ca primele 2 valori sunt adevarate

Il. Presupunem P (k), P(k +1) adevarate si demonstram P (k + 2)
stim P(k) si P(k+1) adevidrate, construim P(k+2) si este
asemanatoare inductiei clasice (numite si inductie cu pas 1)

5) Inegalititi demonstrate prin inductie:
pot sa fie de tipul f(n)>g(n), respectiv f (n)<g(n)
Etapa I e ca la egalitati, difera doar etapa a Il-a astfel:
stim P(k), construim termenul cu puncte, puncte din P(k+1). E
suficient sa aratam ca ceea ce obtinem mai sus este mai mare sau
egal cu termenul celdlalt din P(k +1), respectiv mai mic sau egal cu

acel termen
6) Divizibilitate demonstrata prin inductie:

pot sd fie de tipul f(n)ia, unde o e N, diferd doar pasul I1I astfel:
1) din P(k) adevarata , 3c e Z astfel incat f (k)= -c, gasim apoi
cea mai mare putere a lui k in functie de ¢, o nlocuim n P(k +1)
siardtam ca P(k +1)e adevérata.

7) Demonstrarea monotoniei unui sir:
Met I: Criteriul diferentei — calculam diferenta X ,, — X, sidaca:

X, —X >0 ,>X <X s/

n+1

X, —X, <0 X, <X <X S\

n+1

X, —X 20X%,,>2X <X,

n

X, =X, S0 X, <X <X, N

n+l —
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Met I1: Criteriul raportului — valabil doar pentru siruri cu toti

. s Xog o+ 4
termenii pozitivi, calculdm raportul —/= si daca

n

an Xn+1
M s1ex > X <X 5/ X—<1<:>xn+1<xn<:>xn SN
n
X
lecxmzxn@xn /! LIS X <X X, N
X X

8) Demonstrarea marginirii unui sir: - se dau valori, se intuiesc
capetele, se aratd ci X, € [a; ]
9) Termenul general al unei progresii aritmetice:
a,=a +(n-1)-r.
10) Conditia ca trei numere a,b,c sa fie termenii consecutivi
ai unei progresii aritmetice: a+c=2b
11) Metode de a demonstra ca a, este progresie aritmetica
ardtamca a_,+a, ,=2a,, VheN;
12) Suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice:
5 - (a,+a,)-n
2
13) Termenul general al unei progresii geometrice:
b, =b-q""
14) Conditia ca trei numere a,b,c sa fie termenii consecutivi
ai unei progresii geometrice: a-c =b?
15) Metode de a demonstra ci b, este progresie geometrica
aritimcd b ,-b ,=b’, VneN;
16) Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice:

-1
M; dacaqg =1
Snz q_]_
b, -n; dacaqg=1
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Capitolul VII
FUNCTII (I1X)

1) Definitia produsului cartezian a 2 multimi
AxB={(x,y)|xe AsiyeB}

Exp.: A={2,35},B={34,5},
= AxB={(23),(2,4),(2,5).(3.3).(3.4).(3,5).(5.3).(5.4),(5,5)}
2) Sistemul cartezian, semnele cadranelor

- axa absciselor este axa Ox Ay
- axa ordonatelor este axa Oy
Cadranul 11 Cadranul |
Dacd avem un punct M(Xy, Yy )
rezultd cd abscisa punctului M 0 X
este Xx,, lar ordonata punctului "
M este y,,
Cadranul 111 Cadranul IV
X, >0 X, <0
M(x,y)eCd.l={ " M(x,y)eCdll=< "
Ym >0 yu >0
Xy <0 Xy >0
M (x,y)eCd.lll = M(x,y)eCd.IV=
Yu < yu <0

3) Functii periodice: f:A—>B este o functie periodica
< 3T >0astfel incat f(x+T)=f(x),vxeA
Obs.: perioada principala a functiei f este cel mai mic T, pozitiv

4) Functii pare, functii impare
f : A— B este o functie para <

A multime simetrica si f (—X) =f (X),VX eA
f : A— B este o functie impara <
A multime simetrica si f (—X) =—f (X),VX eA
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5) Explicitarea functiilor date prin minim sau maxim
El) se egaleaza pe rand doud cate doud dintre functii, se gasesc
solutiile
E2) se face tabel de explicitare
E3) se dau valori lui x pe fiecare interval determinat de solutiile de
mai sus, se gaseste min sau max pe fiecare interval
E3)se scrie functia ceruta cu acolade
6) Compunere de functii simple si cu acolada

a) (fog)(x)=f (g (X)) si de obicei se inlocuieste functia din
interior, adica g(x), apoi in f Tnlocuim pe xcu g(x). Sunt insa si
situatii cand prima datd inlocuim in fpe X cu g(x), apoi nlocuim cu

expresia lui dar rezultatul va fi acelasi
b) dacid avem f si g functii cu acolade, atunci

f(x):{ f,(x),xel, g g(x):{gl(X;,XEJl

f,(x),xel,

Atunci se deduce ca (fog)(x)=

sica (gof)(x)=

7) Graficul functiei f (x)=ax+b este o dreaptd, si se traseaza

sau dand doua valori, sau calculand intersectia cu axele
8) Graficul functiei de gradul II se numeste parabold, si se
traseaza tinand cont de semnul lui a, de intersectia cu axele, de
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A . A .
coordonatele varfului, Vv —i;—— si de faptul ca x=—£ este
2a  4a 2a
axa de simetrie

9) Gasirea punctelor fixe ale unei familii de parabole
E1l) se noteaza f (X) =Y, se trece totul in stanga si se ordoneaza in

functie de m obtinand m(......)+.....=0,vmeR

E2) rezolvam sistemul {

punctelor fixe

10) Situarea radacinilor functiei de gradul II in functie de
parametri
El) se face sistemul de axe, se situeaza toti parametri care apar
E2) se traseaza graficul cu ramurile in sus
E3) se pun cele trei tipuri de conditii:

detip A, detip a- f (nr.) side tip —2—2

11) Conditii de intersectie ale graficelor functiilor si gisirea
punctelor de intersectie
a) Conditia ca graficele a doud functii sa aiba un singur punct

comun (sa fie tangente) este ca ecuatia f (X)=g(X) s aibd solutie
unica. Daca se cere punctul de intersectie, inlocuim valoarea lui X
gasitd in f (x) sau g(x) si gasim valoarea lui y.

b) Conditia ca graficele a doud functii sa aiba doud sau mai multe
puncte de intersectie (sa fie secante) este ca ecuatia f (x)=g(x) sa
aiba doud sau mai multe solutii. Daca se cer punctele de intersectie,
inlocuim valorile lui x gasite in f (x) sauin g(x) si gasim valorile
luiy.

c¢) Conditia ca graficele a doud functii sa nu se intersecteze este ca
ecuatia f (X)=g(X) sdnu aibd solutii
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d) Conditia ca graficul unei functii de gradul II sa intersecteze axa
Ox intr-un singur punct (sa fie tangent axei Ox ) este ca A =0, apoi
gasim valoarea lui X corespunzatoare.

e) Conditia ca graficul unei functii de gradul II sa intersecteze axa
Ox 1in doua puncte distincte (sa fie secant axei OX ) este ca A>0

f) Conditia ca graficul unei functii de gradul II sa nu intersecteze
axa Ox esteca A<0

g) punctul de intersectie al unei functii cu axa OX : se rezolva
ecuatia f (X)=0, se gaseste X i vom avea punctul M {...,0)

h) punctul de intersectie al unei functii cu axa Oy : se face
x=0= f(0)=..., se gaseste f(0)sivom avea punctul M (0,...)

12) Metode de a demonstra monotonia functiilor
metoda I: criteriul diferentei
VX, <X,, calculam f(x)— f(x,) si-1comparam cu 0.

dacad din x, <X, = f(x)-f(x,)<0= f(x)< f(x)=> f,
dacd din x, <X, = f (x)-f(%,)<0= f(x)<f(x,)=>f ./
dacd din X, <x, = f (%)= (%,)>0=f(x)>f(x,)=f, \
dacd din X, <x, = f (%)= (%)20=f(x)2f(x)=f\

metoda 11: folosind raportul de variatie

2): f(xz)_f(x1)

VX, # X,, calculdm R(X,,X $i-1 compardm cu 0.

X, =%
daca R(x,%)>0=f ./ daca R(x,%,)20=f
dacd R(x,%,)<0= f, "\ dacd R(x,%,)<0=f \y
Obs.: Proprietati ale monotoniei functiilor
f,/.9. "= (f+9),/ foN g = (F+g) N

13) Monotonia functiei de gradul I: Fie f (x)=ax+b
a>0= f 7, a=0= f constanti ; a<0= f '\
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14) Monotonia functiei de gradul II:
Fie f(x)=ax’+bx+c,a=0, dingrafic deducem:

daci a>0= f "\ pe (—oo,—i} sif. ./ pe [_i,o@J
2a 2a

daci a<0= f . pe (—oo,—i} sif. \ pe [_EMJ
2a 2a

15) Maximul sau minimul functiei de gradul IL
Fie f :R—> R, f(x)=ax’+bx+c,a=0. Atunci, din grafic avem:

- A A b
a>0= f are minimegal cu 15 minim ce se obtine cand x = ™
a a

. A . . b
a<0= f are maxim egal cu I3’ maxim ce se obtine cand X = .
a a

16) Imaginea unei functii sau a unui interval printr-o functie
de gradul I sau gradul 11
El) se studiaza monotonia, se face tabel atasat functiei, daca e
functie de gradul II situdm gi varful
E2) imaginea ceruta este reuniunea tuturor intervalelor de pe linia
functiei f pe care functia f este strict monotona
ax® +bx+c
dx® +ex+ f
El) se noteaza f(X)=y, se inmulteste in diagonald, apoi se

ordoneazi in functie de X obtinand (......)X* +(.....) X +......=0

17) Imaginea unei functii de tipul f (x)=

E2) deoarece xR, punem conditia ca A, >0 si vom obtine yel,
deci Im f =1
18) Forma canonica a functiei de grad |1

Daci f(x) =ax*+bx+c,a=0 atunci se poate deduce scrierea
A

2
functiei sub forma sa canonica, f(x)=a| X+— | ——
2a 4a
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19) Relatiile lui Viete
Avand ecuatia ax® +bx+c =0, din formula ridicinilor se deduc

S:x1+x2:—E
relatiile lui Viete: a

20) Determinarea relatiei independente de m intre radaicini

s-_b

E1) se scrie 2 in functie de parametrul m
o C
a
E2) se gaseste m din S sau din P (din care e mai simpld) si se
inlocuieste in cealaltd obtindndu-se o relatie intre S si P,
independenta de m
E3) se inlocuieste S = X, + X, si P = XX, siobtinem relatia ceruta
21) Ecuatia atasata
x> —Sx+ P =0, care se foloseste atunci cand stim riadicinile.
22) Descompunerea polinomului de gradul 11 in factori
Dacid f =ax®+bx+c, atunci il putem descompune in factori astfel:
A>0= f =a(x—x )Jx—x,)
A=0= f :a(x—xl)2
A<0= f ireductibil
23) Determinarea sumei puterilor asemenea a radécinilor unei
ecuatii de grad II in functie de S i P.
Se deduce, folosind formulele de calcul prescurtat ca
X’ +x,> =8?-2P x°+%,>=5°-3PS

)(1“+x2“:(82—2P)2—2P2 %, —X%,|=/S? - 4P
24) Calcularea expresiilor simetrice referitoare la cele doua
radacini
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E1) se foloseste cd X, este radicind a ecuatiei ax’ +bx+c =0, deci

—bx, —c —bx, —c
a

ax’ +bx, +c=0=x’ = , analog X =

E2) se calculaza eventualele puteri ale radacinilor mai mari decat 2 in
functie de puteri de ordinul 1
E3) se obtine expresia ce depinde doar de puteri ale radacinilor de
ordinul 1, se aduce la acelasi numitor
E4) se scrie expresia in functie de S si P, se calculeaza S si P, apoi se
inlocuiesc valorile obtinute

25) Sisteme simetrice -un sistem simetric este un sistem la care
toate ecuatiile sunt simetrice, unde o ecuatie simetricd inseamna ca
daca schimbam X cu y , ecuatia este aceeasi
E1) se folosesc formulele pentru suma puterilor asemenea
E2) se obtine un sistem cu S si P, se obtine S=...,P =...

E3) se formeazi ecuatia atasati de grad I1: t* —St+P =0

=X t =
= sau 1=
t,=y t, =X

Obs.: orice sistem simetric ce are solutia (c, B) are si solutia (8,a)

26) Sisteme omogene - un sistem omogen este un sistem la care
toate ecuatiile sunt omogene, unde o ecuatie omogend Inseamna ca
toti termenii au acelasi grad, considerati in ambele necunoscute
El) notdam y =t- X, Inlocuim in ambele ecuatii, ddm factor comun

X () =

E2) daca vreuna din cele 2 ecuatii are termenul liber 0 = x =0 sau
(.)=0=>t=..
Daca ambii termeni liberi sunt diferiti de 0, impartim cele 2 ecuatii,
simplificdim X" =t =...
E3)Cazl: t =...= y=....X, inlocuim in cea mai simpla ecuatic =
solutiile

Cazll: t, =...=> y=...X, etc.
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Capitolul VIII
RADICALI, LOGARITMI (X)

b
1) Radicali de ordin superior: x> = xa
6

Obs.: 3x° = x3 = x2
Obs.: radicalul de ordin par se poate extrage doar din numere
pozitive si rezultatul e un numar pozitiv, iar radicalul de ordin impar
se poate extrage din numere atdt pozitive cat si negative, iar
rezultatul poate fi pozitiv sau negativ.

2) Conditii pentru radicali

a) dacd apar radicali de ordin par, %/ f (x) = g(x)

L f(x)=0=xel,
Conditii: =1 .=1nNl,
g(x)>0=xel,
b) daca apar radicali de ordin impar, 4J f (x) = g(x)
Conditii: xe R
3) Compararea radicalilor de ordin diferit — se aduc radicalii la

ordinul celui mai mic multiplu comun al ordinelor radicalilor
initiali si se compara numerele din interior, folosind formula

%/XT — a»n/xb»n
Obs: Se utilizeazi doar daca A® — B este patrat perfect
4) Formula radicalilor dubli (compusi)

2 _ 2
Ai\/E:\/AH_\/A Bi\/A A°-B
2 2
5) Calcularea sumei de doi radicali de ordin 3 conjugati:
El) notdam N :%/a+\£ ig/a—\/B
E2) ridicam la puterea a 3-a folosind formulele restranse
E3) fnlocuim ¥a++b +%/a—+b = N, apoi schema lui Horner
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6) Proprietiti ale puterilor: a)a’=1,a=0;

b)0* =0,a#0 c)a™” =§;

a § A
d)a*-a’ =a*’ )= =a"" f)(a*)y:axy
a

X

C oy e a) _a*
g)(a-b) =a*-b h)(EJ =

ae(0,1) atunci (a* <a’ < x> ) |00
. )40
ae(Lo0) atunci (aX <a) & x< y)
7) Proprietati ale radicalilor:

a)A/x* =[x 0)*Ix T =x  )§/Tx ="Tx

d)Q/;:n-{”/x—m e)2k1:@ Si 2{</X_y= d|x| - 2]y
A
2k+1 2k +1

saux==y si X =y = X=Y
8) Conjugat, tipuri de conjugat:-conjugatul unei expresii -
expresie cu care dacd inmul{im expresia initiald, dispare radicalul

Py =y =[x =y

Numdar Conjugat Rezultat
Ja Ja a
{a? {a° a
avb Vb ab
Ja—+b Ja ++/b a-b
a++/b a—+b a’-b
Ya+3b Ya? ~3/ab +ib* a+b
Ya-3b Yfa? +3/ab +3b? a-b
a? —adb +ib? a+3b a®+b
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9) Definitia logaritmului
log, A=N <> A=b", b se numeste bazd iar A argument

b>0
10) Conditii ce se pun la logaritmi <b=1
A>0
11) Proprietati ale logaritmilor — fie b>0,b#1,A>0,B>0

a)log,1=0 b)log, b=1
c)log, A+log, B =log, (A-B) d)log, A-log, B:Iogbg

Obs.: Nu exista formuld pentru log,(A+B), nici pentru log, (A-B)

e)log, A" =n-log, A f)Iong/K:%-logbA
g) log,, Azi-logb A h)log, b= L , pentru b =1
n log, a
|) anlogbc — Cnlogba J) aIogab — b k) fg — eg~|nf
I) schimbarea bazei:
IogabzM sau log,b=1log b-log,c
log. a

Obs.: log,, A se noteaza Ig A -logaritm zecimal
log, A se noteaza In A -logaritm natural
12) Scrierea unui numir ca un logaritm intr-o baza data:
N =log, b"
13) Compararea a doi logaritmi
be(0,1) atunci (log, x <log, y < x> )
be (L) atunci (log, x<log, y < x <)
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Capitolul IX
NUMERE COMPLEXE (X)

1) Forma algebrica a numerelor complexe z =a+bi unde
iP=-lei=y-1

Obs.1:dacd avem M (a,b) =z =a+bi este afixul punctului M (a,b)

dacd avem z=a+bi =M (a,b) este imaginea Iui z=a-+bi
Obs.2: Partea reala Rez =a, coeficientul partii imaginare
Imz =D, partea imaginara =bi pentru z=a+bi, deci
z=Rez+Imz-i
2) Calcularea puterilor lui i - se imparte puterea la 4, se scrie
proba impartirii si se foloseste i*" =1;i*"" =i;i*""? = 1" = —j
3) Egalitatea a doud numere complexe
2,=7,<8 =8, si b =b,
4) Operatii cu numere complexe: dacd z, =a, +bji,z, =a, +b,i,
atunci: z,+2z,=(a,+a,)+(b +b,)i,
2,—2,=(a,—a,)+(b—b,)i,
z,-2,=2a-8,—b-b, +(a1'b2 +a, bl)l
5) Conjugatul lui z — schimba semnul din fata lui i, se noteaza Z,
adica pentru z = a+ bi, obtinem z =a-Dbi

Proprietati.: a) Zn:zk = Zn:Z b) f[zk :f[z_k
k=1 k=1 k=1 k=1

0) 2" = (2)" d) (ﬁ]:é
Z,) 1z,
Obs.: pentru a calcula 4 rationalizam cu conjugatul lui ¢+ di si
ZZ
i (a+bi)(c—di
obtinem i:aH_b!:( 2)( > )
z, c+di c”+d
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6) Pentru a aritacia z=a+bieR aratamca b=0 saucd z=7
Pentru a ariita ci z =a+bieR’i (pur imaginar) aritim ci
a=0b=%0sauca z=-7,z#0
7) Modulul unui numar complex daca

z=a+bhi=|z|=+va’+b’

Obs.: 4 |Zl|

L=l zoz=]g

Zn
A

=|[", AR IARIAY

Obs.: |2,-2, .. 2, =|2)| | 2,| -+ |2,

8) Ridacinile complexe primitive de ordinul 3 ale unitatii

—1+i
(a3 =l %R)@(a2+a+1:0)<:>[alvz :1_TI\/§
9) Ridacinile complexe primitive de ordinul 3 ale lui “-1"
i
10) (o’ =-La %R)@(az—a+1:0)<:>[alvz :#

11) Forma trigonometrica a unui numérului complex
z=a+bi este z=r(cosp+i-sing), unde ¢ [0;27)
Cazul I: dacd a=0 si b=0, atunci M (a,b) este originea axelor,
deci unghiul ¢ poate fioricat, iar r=0
Cazul 11: dacd a=0 sau b=0, atunci M (a,b)apartine unei axe,

r=+/a’+b” iar unghiul ¢ este unghiul format de semidreapta
pozitiva Ox cu semidreapta OM
Cazul 111: daca a=0 si b=0, atunci M (a,b) nu este pe axe

. b S N
r=+a’+b*iar ¢ =arctg—+kz unde valorile lui k se determini in
a

functie de cadrane, astfel:
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M eCadranul | => k=0
M eCadranul ll = k =1
M e Cadranul lll => k =1

M e Cadranul IV =k =2
12) Operatii cu numere complexe sub forma trigonometrica

a) inmultirea: , -z, =1, -, (0s(, +,) +i-sin (¢, +,))

b) impartirea: % = ll:—l(cos((p1 —(p2)+ i-sin ((01 —%))

2 2

¢) determinarea inversului: 1. l-(cos(—(pl) +i-sin(-g,))
1 1
d) ridicarea la putere: z" =r"(cos(n-¢) +i-sin(n- g))
Obs.: daca z=r(cose—i-sing) atunci z" =r"(cos(n-¢)—i-sin(n-e))
e) formula lui Moivre: este ridicare la putere a numerelor complexe
cur=1=z"=cos(n-¢)+i-sin(n-g)
13) Radacinile de ordinul n dintr-un numar complex
se cere rezolvarea 2" =a,a € C
E1) se scrie a =r(cose+i-sin )

E2) se foloseste formula z, =r (COS (p+§kﬂ+i -sin (p-fkﬂj, k=0,n-1

14) Radicinile de ordinul n ale unitatii
a=1=17 =c032k—”+i-sin2k—”,k =0,n-1
n n

15) Rezolvarea ecuatiilor de forma z" = z

El) "=z=7"

_ ‘E‘ =z =|z| = 2 {0;1}
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E2) din |z|=0=>z=0, din |z|=1, folosind

n

] - 2 . .. -
z :z‘-z:>2”+1:z-z:>z”+1:|z| — 7" =15si de aici sau rezolvim

algebric, sau folosim z, {cosﬁﬂ-sin&}kzo,n—l
n n
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Capitolul X
FUNCTII BIJECTIVE. ECUATII (X)

1) Functii injective f injectiva <
a) f(x)="f(x)=>x=x
b) VyeCd,, ecuatia f(x)=y are cel mult o solutie x € D,
c) VyeCd,, paralelaprin y la Ox intersecteaza graficul lui f n

cel mult un punct
Obs.1: Orice functie strict monotona este injectiva
Obs.2: o functie NU E injectiva daca gasim doua valori X, # X, cu

f (X1) = f (Xz)
2) Funtii surjective f surjectivd <
a) Im f =Cd,
b) Yy eCd,, ecuatia f(x)=y are cel putin o solutie X € D,
c) VyeCd,, paralelaprin y la Ox intersecteaza graficul lui f n

cel putin un punct
Obs.1: o functie NU E surjectiva daca gasimun y € Cd, pentru care

NU EXISTA xeD, cu f(x)=y
3) Funtii bijective f bijectiva <
a) f injectiva si surjectiva
b) VyeCd,, ecuatia f(x)=y are exact o solutiec x € D,
c) VyeCd,, paralelaprin y la Ox intersecteaza graficul lui f in

exact un punct
Obs.1: o functie NU E bijectiva dacd ardtdm ca nu e injectivd SAU
ca nu e surjectiva
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4) Inversa unei functii f : A — B admite inversa < f este

bijectiva
El) se arata ca f bijectiva
E2) notdim f(x)=y = x=..... In functiede y

Obs.1: Daca nu existd X sau dacd X nue unic= f nu e bijectiva
=nu exista f(x)

E3) notam f'(y)= expresia Iui x in functie de y obtinutd
anterior, apoi revenim la notatia cu X

Obs.1:Daci f:A->B=f":B—>A

Obs.2: Dacd f admite inversd pe g, atunci f(a)=b< g(b)=a

5) Ecuatii irationale de tipul {/f (x)=g(x)
Exp.1: /f (Xx) =g (x)

f >0 |
Cond.:{ (x)20=xel,

l. =1,
g(x)20=xel, °© 1

:f(x)z(g(x))2 =xe{..}. Se aleg doar valorile din 1

Exp.2: W =g(x)

Cond.: xeR=1.=R

f(x) :(g(x))3 =x€{..}, sicum I, =R, toate valorile gasite pentru
X sunt solutii.

6) Ecuatii irationale de tipul {/f (x)+1g(x)=a

apar doi radicali, de acelasi ordin sau ordin diferit
E1) eventuale conditii

E2) notam {/f(X) =u=-Xx=... (in functiec de u)
Vg(X) =v=x=... (in functiede V)
E3) egalam x = ecuatia (1) intre U §i V

E4) ecuatia (2) este u+v=a
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E5) avem un sistem de unde obtinem U=...,.v=...= X=...

7) Ecuatii exponentiale de tipul o -b** +-b*+y =0, se
noteazd b* =t

8) Ecuatii exponentiale de tipul c -a>"® +c,-a'™ +¢,=0
Notdm a'™ = y >0 si se obtine o ecuatie de gradul Il in Yy, se aleg

doar solutiile strict pozitive, apoi se gaseste solutia direct sau se
logaritmeaza

9) Ecuatii exponentiale de tipul o -b™ + B-(ab)" +y-b* =0, se
Tmparte ecuatia prin cea mai mica putere
10) Ecuatii logaritmice de tipul log,, g (X)=a
f(x)>0
Conditii: § f(x)#1= 1,
g(x)>0
Ec.devine g(x)=(f (X))a , se aleg solutiile din |
11) Ecuatii logaritmice de tipul log; f (x)+log, f (x)+a=0,
notam log, f (x)=t si obtinem o ecuatie de gradul I in t. Se aleg

atat solutiile pozitive cat si cele negative pentru t deoarece valoarea
logaritmului poate fi atat pozitiva cat si negativa.

12) Ecuatii ce se rezolvi folosind monotonia - se aduce ecuatia
la forma f(x)=a, unde f este strict monotona.

- se aratd ca f strict monotona, deci ecuatia are cel mult o solutie
- se observa solutia, deci aceasta solutie va fi unica
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Capitolul XI
COMBINATORICA (X)

1) Definitia factorialului n!=1-2-...-nsi 0!=1
Obs: in calcule, ntotdeauna descompunem cel mai mare factorial in
functie de cel mai mic
2) Multimi ordonate: conteaza ordinea, apar paranteze rotunde
Multimi neordonate: nu conteaza ordinea, apar acolade
3) Definitia permutarilor: numarul multimilor ordonate cu n
elemente, se noteazd P, =n!
Exp: Avand 7 carti colorate diferit, in cate moduri le pot aranja pe un
raft?
Raspuns: In P, =7! moduri
Obs: Atunci cand apare P,, se pun conditii ne N

4) Definitia aranjamentelor: numarul submultimilor ordonate

: s < nl
de k elemente din n elemente posibile, se noteaza A = ——

(n—k)
Exp: Avand 7 carti colorate diferit, in cate moduri pot aranja 5 din
ele pe un raft?

Raspuns: conteaza ordinea in care le aleg, deci in A’ moduri

. ) _..|nkeN
Obs: Atunci cand apare A; , conditii -
n>
5) Definitia combinarilor: numarul submultimilor neordonate de
. _ n!
k elemente din n elemente posibile, se noteaza C = ————
k!(n—k)

Exp: Avand 7 carti colorate diferit, in cate moduri pot lua cu mine 5
din ele pentru a pleca in excursie?

Raspuns: nu conteaza ordinea in care le aleg, deci in C> moduri
nkeN

Obs.: Atunci cand apare C*, conditii {
n>Kk
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6) Proprietati ale combinirilor

a) C¥ = C"*(formula combinrilor complementare)

b) C* =Ck, +C¥} (formuli de recurenti)

c)k-Cf=n.Ct;}
7) Regula sumei: Daca un obiect E se poate alege in m moduri si
altul Finn moduri, alegerea lui E sau F se face in (m+n)
moduri
8) Regula produsului Daca un obiect E se poate alege in m

moduri i dacd dupa fiecare astfel de alegere, un alt obiect F in se
poate alege Tn n moduri independente de alegerea lui E, atunci

alegerea perechii (E, F) se face in (m-n) moduri
9) Formule pentru problemele de numarare

a) nr. de functii oarecare, f:A— B este (card B)Card A

b) nr. de functii injective, f:A— B este A%~ = A

c¢) nr. de functii bijective, f:A— Beste A%I2 =blcici atunci

A si B au acelasi numar de elemente
d) nr. de functii s /", f:A— BesteC®2 =C/

card B

nr. de functii S \v, f:A— B este C&MA =C/

card B
nr. de functii strict monotone, f : A— B este C; +C; =2C;
e) nr. de submultimi cu k elemente ale unei multimi neordonate cu n
elemente este C*
f) nr. total de submul{imi ale unei mul{imi neordonate cu n elemente

este 2"
g) nr. de submultimi ordonate crescator cu k elemente ale unei

multimi cu n elemente este C*

nr. de submultimi ordonate descrescator cu k elemente ale unei
multimi cu n elemente este C*
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10) Probabilitatea realizarii unui eveniment
p_ numar de cazuri favorabile

numar de cazuri posibile

11) Binomul lui Newton ~ (a+b)" ZC a"*p*

Obs.1: ZC a"*(-b) = Zn:(—l)k Cka"*p*
k=0

Obs.2: coeﬁc1ent1 b1n0m1a11 sunt combinarile ce apar in fata fiecarui
termen

Obs.3: Termenul general al dezvoltdrii este T,,, =Cra"*b*, rangul

unui termen este pozitia pe care apare, deci este K +1
Obs.4: orice binom are n+1 termeni
12) Conditia ca un termen sa nu-1 contini pe X, sau sa-I
contind pe X la o anumita putere
E1) se scrie termenul general T, ,

E2) se aduce la cea mai simpla forma
E3) se pune conditia ca puterea lui X sa fie 0, sau sa fie cat se cere
n enung

13) Conditia ca un termen sa fie rational
E1) se scrie termenul general T, ,
E2) se aduce la cea mai simpla forma
E3) se pune conditia ca toate puterile sa fie intregi, se numara cati
termeni au aceasta proprietate
Obs.: Daca se cere numarul termenilor rationali si numarul lor este
mare, se foloseste formula termenului general al unei progresii
aritmetice: a, =a, +(n—1)r, unde a,a, Sir se cunosc

14) Rangul termenului maxim - T,,; este termenul maxim

T <T.,,2T,.,,,larinipoteza T, pozitiv urmam etapele:

E1) deducem formula Teg B N—k+1 sau 0 memoram

T a k
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) _ T n—(k+1)+1
E2) din LI :9- n—k+1 deducem ﬂ:E# adica
T a k T, a k+1
Tk+2 _ E n—k
T, a k+1
Tk+1 >1
. T,
E3) rezolvam sistemul
Tk+2 <1
Tk+1
E4) alegem k valoare naturala din intervalul determinat
E5) rangul cerut va fi k +1
15) Calcularea sumelor elementare de combiniri:
Cl+Cl+..+4C=2" Cl-Cl+.C -C’+..=0

Cl+CZ2+...=2"" Ci+Cl+...=2""

52



Ovidiu Badescu Descoperind matematica de liceu

Capitolul X1l
PERMUTARI (XI)

1) Permutarea de ordinul n este un tabel cu 2 linii, pe prima linie
numerele crescatoare de la 1 la n, pe cea de-a doua linie aceleasi
numere in indiferent ce ordine

: . 1 2 3. n
Obs : exista permutarea identica e = .
1 2 3. n

2) Inversa unei permutari: se permuta cea de-a 2-a linie din o
cu prima linie, pastrandu-se perechile corespunzatoare si scriind in
ordine crescitoare elementele primei linii in o*

1234 (1234
O = =0 =
4 31 2 3421

3) Compunerea (inmultirea) a 2 permutiri — se foloseste
compunerea functiilor (o, 0o,)(K) =0,(o,(k)) =0,(...) =... sise
aplica pentru fiecare element, adica pornim cu cea de-a doua
permutare

4) Inversiune a unei permutari — punerea unui element mare din
linia a Il-a in fata unuia mai mic, numarul tuturor inversiunilor se
noteaza m(o’).

5) Semnul unei permutiiri: se noteazi (o) = (-1)™.

Obs.1: ¢(0) =—-1= o permutare impara

&(o) =1= o permutare para

Obs.2: g(o,00,)=¢(0,)¢(0,) 8(6)28(6_1)

Obs.3: numarul permutarilor pare de grad n este egal cu numarul
permutdrilor impare de grad n

6) Transpozitii — permutari obtinute din permutarea identica prin

inversarea a 2 elemente din linia a doua intre ele se noteaza (i, j)

obs.L: (i,§)=(ii) (i.i)o(i.i)=e (i.i)"=(i.])
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Capitolul X111
MATRICI (XI)

1) Matrici: Tablou cu m linii si n coloane

Notim Ae M (C) sau A=(q;;), 1<i<m,1<j<n
2) Tipuri de matrici: Matrice linie — o singura linie
Matrice coloana — o singura coloana

Matrice nula Oy, ,, - toate elementele sunt 0

Matrice patratica — numarul de linii este egal cu numarul de coloane
Obs: Pentru matrice patratica existd diagonald principala

(al,l’aZ,Z""’an,n) si diagonala secundarﬁ(alvnvazvn_l,...,anyl) s exista

n
urma matricii Tr A= Zai‘i (suma elementelor de pe diagonala
i=1
principald)
Matrice unitate: patratica, cu diagonala principala formata din cifre
de 1, restul sunt 0. Se noteaza |,

3) Transpusa unei matrici — se noteaza YA, inverseaza liniile cu
coloanele;

4) Egalitatea a doua matrici: - 2 matrici sunt egale doar daca sunt
de acelasi tip si daca elementele corespunzatoare sunt egale

5) Adunarea, sciderea matricilor — se poate efectua doar daca sunt
de acelasi tip, se aduna (scad) elementele corespunzatoare

Obs.: '(A+B)="'A+'B

6) inmultirea cu scalari a matricilor — se inmulteste fiecare
element cu o, adica atunci cand A= (aij), exista a-A= (a- aij)

7) inmultirea matricilor: AcM__; Be M nxp atunci
JA-BeMp,

Obs.: 1)Trebuie ca numarul coloanelor din prima matrice sa fie egal
cu numarul liniilor din a doua matrice
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Se inmulteste corespunzator fiecare element al liniei intdi cu
elementul corespunzator al coloanei intai si se aduna rezultatele, apoi
fiecare element al liniei intdi cu elementul corespunzator al coloanei
a doua si se aduna rezultatele etc. Se completeaza astfel prima linie.
Repetam procedeul pentru celelalte linii. De fapt, inmulfim
corespunzator elementele primei linii cu ale primei coloane si
adunam rezultatele, apoi elementele primei linii cu elementele celei
de-a doua coloane, etc.

Obs: O, ,-A=0,,si O,,-AZ0
Obs.2: ‘(A-B)="'B-'A
8) Puterile unei matrici — exista doar daca matricea este patratica
A=1,A"=A-A-..-A
%/._J
Obs.: Toate formulele de calcul prescurtat si binomul lui Newton se

pot aplica doar daca A si B comuta intre ele
9) Calcularea valorilor unei functii intr-o matrice — daca

f=ax"+a X""+.+ax+a,=>f=aA +a A" +..+aA+a,l,
adica se inlocuieste matricea A in locul lui x iar termenul liber o
devine o -1,
10) Calculul puterilor unei matrici folosind inductia matematica
- se calculeazd A2, A3,..., se observa regula, se arata prin inductie
11) Calculul puterilor unei matrici folosind binomul lui Newton
- sescrie A=1,+B, se calculeaza B?, B®,... pana obginem O, ,

- se desface cu Newton si se anuleaza ultimii termeni, se arata prin
inductie
. a b
12) Ecuatia Cayley — Hamilton -VAe M, (C), A :( d]
c

= A’ —(a+d)-A+(ad -bc)-1,=0
2 2

Obs.: Daca ad —bc =0, se arata prin inductie ca A" =(a+d )n_1 A,

insa se poate folosi si ca formula
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Capitolul X1V
DETERMINANTI (XI)

1. Determinantul — este un numar real asociat unei matrice patatice,
asocierea facandu-se dupa anumite reguli.
Se definesc prin formule doar determinantii de ordin 1, 2 sau 3

a b
Astfel, a|=a, —ad —bc,
c d

a b c
d e f|=aei+bfg+dhc—gec—bdi—afh

g h i

Exp.: A=(-2)=detA=-2

2. Minor asociat lui & ; — determinantul ob{inut prin tdierea liniei i

si a coloanei j, se noteaza d ;

Complement algebric pentru a, ;- se noteaza a; ; =(-1) " -d, ; -
3. Proprietati ale determinantilor de ordin n

a) det (A) =det (t A) rezulta proprietatiile valabile pentru linii sunt
valabile si pentru coloane.

b) daca o linie este formata doar din elementele 0 rezulta det A=0.
¢) daca 2 linii sunt identice rezultd det A=0

d) daca schimbam 2 linii rezultd det A'=—det A

¢) daca inmultim o linie cua rezultd det A'=« -det A.

Obs.: se poate scoate si factor comun.

f) daca inmul{im toate elementele cu o = det(aA) =" -det(A)
g) dacd elementele a 2 linii sunt proportionale = det A=0

h) daca toate liniile cu exceptia uneia sunt identice, atunci cei doi
determinanti se pot aduna, se copiaza liniile identice si se aduna
corespunzator elementele liniilor diferite.

1) daca se aduna toate celelalte linii la una fixatd avem acelasi
determinant.

56



Ovidiu Badescu Descoperind matematica de liceu

Exp. pentru determinanti de ordin 3, insa la fel se pot folosi pentru
determinanti de orice ordin.

a b c ad g a b c
a) d e fl=b e h b) |d e f| =0
0 0O

g hi c f i
a b c a b c a b c
c)ld e f|=0 d|d e fl=—|g h i
d e f g h i d e f
a-a a-b a-c a b c
e) |d e f |=a-|d e f
g h i g hi
a-a ab a-c a b c a-a a-b a-c
)la-d a-e a-fl=a®*-|d e f| gla b ¢ |=0
a-g a-h a-i g h i d h i
a b c a b c a b c
h) d' el fl +d” e” f”:dl+d” el+e” fl+f”
g h i g h i g h i
a b c a+d+g b+e+h c+f+i
)d e f|=(d e f
g hi g h i

Obs.: doar pentru matrici patratice,

det(AB)=detA-detB si det(A)" =(detA)’

4. Dezvoltarea determinantului dupa o linie sau dupa o coloana
detA=3"a,;(-1)"(minorul luia)
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5. Dezvoltarea determinantului prin formarea de zerouri

E1) se alege cifra 1, se incercuie linia si coloana pe care se gaseste
E2) se inmulteste pe rand coloana ce-1 contine pe 1 cu numere astfel
incat adunata respectiv la cealaltd coloana sa dea 0 pe linia lui 1

E3) se dezvolta dupa linia incercuita rezulta un singur determinant.

6. Scrierea unui determinant sub forma de produs — se formeaza
zerouri, se da factor comun si apoi se calculeaza

7. Determinant Vandermonde

a) de ordin 3

1 1 1

x y z|=(y-x)(z-x)(z-y).

XZ y2 ZZ

b) de ordin 4

1 1 1 1

X y z t

¢y g = r0E Y-y -2).
X3 y3 23 t3

Obs.: se calculeaza prin formare de zerouri si scoatere de factor
comun.

8. Rangul unei matrice — este numarul maxim de linii(sau de
coloane) al unui minor nenul al matricii date

El) daca A patratica de ordinul n cu det A=0 = rangA=n

E2) daca A patraticd cu det A=0sau A nu e patratica, alegem un
minor de ordinul 1 nenul = rangA >1 (daca toate elementele sunt

0, atunci rangA=0)

E3) bordim minorul si obfinem minori de ordinul 2. Dacd toti
minorii astfel obtinuti sunt nuli = rangA =1, daca nu, atunci gasim
unul nenul de ordin 2= rangA> 2

E4) bordim minorul si obfinem minori de ordinul 3. Dacd toti
minorii astfel obtinuti sunt nuli = rangA =2, daca nu, atunci gasim
unul nenul de ordin 3 = rangA >3
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E5) borddm minorul astfel obtinut, repetam procedeul din E3)

Obs.: a ,,borda” un minor inseamna a pune ,,borduri”, adica elemente
din aceeasi linie si aceeasi coloana

9. Definitia inversei unei matrici — inversa unei matrici exista doar
pentru matrice patratica

Dacd 3BeM, (C) a 1. ABB=BA=1, = A este inversabila si A~ =B
10. Determinarea prin calcul a inversei unei matrici:
El) se calculeazi det A, daci detA=0 = IJA*=E2)

daci det A=0 = AA™
E2) se calculeazi ‘A.
E3) se calculeaza A" matrice adjuncta, unde A" =(a;;) ai lui ‘A

adica A" este formati din complementii algebrici ai lui ‘A .

1 .
E4) A* = A
) det(A)

Obs.: O matrice ce admite inversa se numeste nesingulara.
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Capitolul XV
SISTEME LINIARE CU CEL MULT PATRU
NECUNOSCUTE(XI)

1.Sistem cu m ecuatii liniare si N necunoscute are forma

au X, +a,X, +..+a,X, =b
Ay X + 85X, +...+ 8, X, =D,

2n*n

(S)

a, X +a.,X+..+a, X =b

mn-'n

2.Studierea compatibilitatii unui sistem
T. Rouche —(S) compatibil < toti minorii caracteristici sunt nuli

T. Kronecker-Capelli —(S) compatibil < rangA = rang A

3.Conditii de compatibilitate a unui sistem cu matrice patratica
un sistem poate fi:  a) incompatibil: nu are solutie
b) compatibil: - determinat (solutia numere)
- nedeterminat (apar parametri)
Obs.1: Un sistem liniar este compatibil determinat <> det A= 0
Un sistem liniar are solutie unica <> det A= 0
Obs:2: Un sistem liniar este compatibil nedeterminat daca

(det A=0si toti A, =0 si 3 nec. secundare) sau dacd

(detA: 0 si /ZfAc si 3 nec. secundare)

Un sistem liniar are o infinitate de solutii daca
(det A=0si toti A, =0 si 3 nec. secundare) sau dacd

(detA: 0 si /ZfAc si 3 nec. secundare)

Obs:3: Un sistem liniar este incompatibil < det A=0 si 3A, #0

4. Rezolvarea sistemelor prin regula lui Cramer — doar daca A
patratica cu det A=0

E1) scriem A matricea formata din coeficientii sistemului

E2) daca A patratica cu det A= 0 = calculam A, format din det A
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prin inlocuirea coloanei lui x cu cea a termenilor liberi, A, prin
Tnlocuirea coloanei lui y, A, prininlocuirea coloanei lui z, ...

E3) solutiile vor fi: x= A, Y= 5 , 2= A, -
det A det A det A
5.Rezolvarea sistemelor liniare in cazul general
E1) scriem A matricea formata din coeficientii sistemului si A
E2) daca A patratica cu det A= 0 = regula lui Cramer
E3) dacd A nu e patratica sau A patratica cu det A=0calculam

rangA, iar minorul ce dd rangA se numeste minor principal (notat

A ), calculdm apoi rang A (rangul matricii extinse)

E4) daca rangA # rang A = sistem incompatibil

dacd rangA = rang A = sistemul e compatibil = Es)

ES5) formam sistemul principal din ecuatiile ce intrd in A, iar
necunoscutele care nu intrd in A le trecem in dreapta, le notdm cu

parametri «, S ,...(Se numesc necunoscute secundare)

E6) se rezolva prin orice metoda (reducere, substitutie) sistemul
obtinut

6.Sisteme liniare omogene: sunt sisteme liniare (toate necunoscutele
sunt la puterea intai) la care coloana termenilor liberi este egala cu 0.

Obs.: Un sistem omogen e intotdeauna compatibil caci are solutia
banald (X, =X, =...=X, =0)

Obs.2: un sistem liniar omogen are doar solutia banald < A
patratica cu det A = 0(caci doar atunci se poate rezolva cu Cramer),
avem solutie unica sideci A, =0,A, =0,,..= X =X, =...=0

Obs.3: un sistem liniar omogen are o infinitate de solutii < A
trebuie sa fie patratica cudet A=0

Obs.4: un sistem liniar omogen are solutii diferite de solutia banala
< A trebuie sa fie patratica cudet A=0
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Capitolul XVI
LEGI DE COMPOZITIE. GRUP (XII)

1)Multimea Z . Adunarea si inmultirea in Z

a) Clasa a de resturi modulo n este mulfimea notata cu

a = {toate numerele care impartite la n dau restul a}
Exp.:In Z;, 3={..,—23813..},In Z,, 3={..,—4,310,17,..}
b) Multimea claselor de resturi modulo n este Z :{6,12,..., n/—\l},
adica este formata din clasele tuturor resturilor posibile impartind un
numar la n
Obs.1: 0;1;...;n—1 sunt reprezentanti canonici pentru Z .
C) a+b=a+b < a+b=restul (a+ b) n, asta inseamna ca putem
aduna reprezentantii claselor, apoi calculdm restul impartirii la n,
analog pentru a-b=a-b
Obs.2.: Uneori este mai simplu sa adunam sau sa scadem “n” din
rezultat pana obtinem o clasa dintre 0,1,2,...,n—1 decat sa calculim
restul impartirii
2)Rezolvarea ecuatiilor in Z
Met I: Se aduce ecuatia la forma a-X =bsidacd a inversabil

= X=4a"-b.Nu e metoda generala.

Metoda II (generald): Se prelucreaza ecuatia, se verifica care din
numerele din Z_ sunt solutii (este metoda generald)
3)Rezolvarea sistemelor in Z,

Metoda reducerii: se aduc ecuatiile la forma a-X+b-y=¢, apoi se
inmulteste ecuatia convenabil a.1. adunata la cea de-a doua inmultita
si ea convenabil sd reducem o necunoscuta si vom obtine astfel o
ecuatie cu 0 necunoscuta
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Metoda substitutiei: se aduce una din ecuatii la forma &-%=b-y+¢,

dacd & inversabil ecuatiacu &' = X=4a'-b-y+4a’-¢ Tl inlocuimin
cea de-a doua = ecuatie cu o singura necunoscuta.
Metoda lui Cramer: se aplica doar daca numarul de ecuatii este egal
cu numarul de necunoscute si valoarea lui detA este un element
inversabil in Z . Calculam A,,A .= x=A, -(det A, x=A -(det A
4) ,,0” este lege de compozitie (sau lege de compozitie interni) pe
multimea M< VX, ye M = Xeye M
Obs.: H este parte stabila a lui M in raport cu ,,o ”

HHcM si

2) VX, yeH = xoyeH.

5)Forma restrinsa a unei legi —xoy =a(x—b)(y-b)+b.
Se foloseste pentru a demonstra proprietatile si pentru a calcula
a*ax*..*a

de n ori

6) ,,o” este comutativi pe M < VX,yeM = Xoy=YyoX.
7) ,,0” asociativa pe M < VX,y,ze M = Xo(yoz)=(Xoy)oz.
8) ,,°” admite element neutru pe M
< 3JeeM allvxeM = xoe=egoXx=X

9)Elementul x admite simetric Tn raport cu legea ,,o”

1) o admite element neutru

2) Ix'e M astfel incat Xxox'=x'ox=¢
10)Orice element e simetrizabil <

1) dJee M element neutru si

2) VxeM,3x'e M astfel incat xox'=x'ox=e
11)Distributivitatea unei legi in raport cu o alta lege:
Yo" daca

koo

o" este distributiva la stanga fata de
Xo(y*z)=(Xoy)*(Xo2),VX,y,zeM

este distributiva la dreapta fata de “*” daca
(X*y)oz=(X02)*(yo2),VX,y,zeM

Obs.: “o este distributiva fata de “*” daca o este distributiva si la

stanga si la dreapta fata de legea “*”
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12) Tabla operatiei ,,o” are forma:

o a1 a_2 an

& 08 | &od 8,08,
a, a,08 Q,°a, a,°4a,
a‘n a‘n Oal a‘n Oaz a‘n oan

Obs.: pe coloana consideram X, iar pe linie y
Obs.: Tabla operatiei exista doar daca mul{imea este finita.
13) Proprietati ale legilor de compozitie deduse din tabla
a) """ lege internd- in tabla nu apar elemente noi
b) "o"comutativi - toate elementele sunt simetrice fati de diagonala
principala
c) "" asociativi - nu merge din tabld, deoarece apar trei elemente
d) "" are element neutru - existi o linie si coloana corespunzitoare
care lasa neschimbate elemntele mul{imii
e) un element e simetrizabil - exista pe linia si pe coloana lui
elementul neutru situat simetric fata de diagonala principala
f) "o"are toate elementele simetrizabile - pe linia si pe coloana
fiecarui element apare elementul neutru situat simetric fata de
diagonala principala
14)Ereditatea legilor de compozitie
exemple generale de legi asociative:
1) adunarea si inmultirea pe N,Z,Q,R,C
2) reuniunea, intersectia mulfimilor
3) adunarea, inmultirea, compunerea functiilor
4) adunarea si inmultirea matricilor
exemple generale de legi comutative
1) adunarea si inmultirea pe N,Z,Q,R,C
2) reuniunea, intersectia mulfimilor
3) adunarea, iInmultirea functiilor (compunerea NU)
4) adunarea matricilor (inmultirea NU)
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exemple generale de legi cu element neutru

1) adunarea (e =0),inmultirea (e =1) pe N,Z,Q,R,C

2) adunarea functiilor (f(x)=0),inmultirea functiilor (f(x)=1),
compunerea functiilor (1,, (X) = X) doar pentru functii bijective
3) adunarea matriciilor pe M (C) are element neutru peO, ,

(matricea nuld) si inmultirea pe M (C) pe |, (matricea unitate)

exemple generale de legi cu elemente simetrizabile
1) adunarea pe Z,Q,R,C are x'=-xX

2) inmultirea pe Q°,R",C are x'= 1
X

3) adunarea matricilor pe M (C) are pe A= -4, Ae M (C),

4) inmultirea matricilor pe M_ (C) cu detA=0 are pe A'= A™
(inversa matricei)

5) adunarea functiilor are pe f'(x)=—f (x); inmultirea functiilor

pe f'(x)= %, f (X) # 0, si compunerea functiilor doar pentru
X

functii bijective pe f'(x) = f "(x) — inversa functiei
exemple generale de legi distributive
1) inmultirea este distributiva in raport cu adunarea si scaderea pe
N,Z,Q,R,C
1) inmultirea este distributiva in raport cu adunarea si scaderea
matricilor din M _(C)
3) pentru functii, fo(g+h)=fog+foh
(f +g)oh= f oh+goh

4) pentru multimi: An(BuUC)=(AnB)U(ANC)

Au(BNnC)=(AuB)n(AUC)
15) Folosirea elementului generic - se foloseste de obicei la matrici,
transpunem regula existenta la matrici intr-o regula a elementelor
generice, de tipul A(x)-A(y)=A(Xy+Xx+Y)
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16) (M,o) monoid < (M,) (M,o)parte stabila

(
(

Obs.: Daca in plus 3(M,"): o comutativa = (M,°) monoid
comutativ (abelian)
17)Submonoid- pentru a ardta cd (N,o) submonoid pentru (M,o),

M
M, ) o asociativa pe M
M, )

o are element neutru pe M

VX, yeN=xoyeN
eeN
18)(M,*) monoid = U (M )= {X|X €M siX este simetrizabil} se
numeste multimea elementelor simetrizabile ale monoidului M
U(M)={x2x'eM al xox'=x'ox=e}
19) (G,°) egrup< (G,):(G,e)parte stabild

(G,) o asociativa pe G

(G,)o are element neutru pe G

(G,) oricare element din G este simetrizabil

unde N c M, aratam ca {

Obs 1: Dacd in plus 3 (G'): o comutativi = (G,o) grup

comutativ (abelian). Este preferabil sd studiem comutativitatea
imediat dupa asociativitate, pentru a o folosi la element neutru si
simetrizabil.

20)Subgrup - pentru a arita ci (H,o) este subgrup pentru (G,o),
unde H — G aratam ca:

VX, yeH = xoyeH

VxeH=xeH

metoda Il: Vx,ye H = xoy'eH

metoda I: {
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21)Grupul aditiv al claselor de resturi modulo nse noteaza
(Z,,+) sieste un grup abelian, unde Z, :{6,12,..., n/—\l} iar

a+Db = restul (a+b):n, iar proprietatile se deduc din tabla.
22)Monoidul multiplicativ al claselor de resturi modulon (Z,-)

unde Z :{ﬁ,i,ﬁ,...,n/—\l}iar a-b = restul (a-b):n

Obs 1: Tn (Z,,,-) elementele inversabile sunt doar cele prime cu n

notaim U (Z, )={deZ, /(a,b)=1}

Obs.2: (U(Z,),-) e grup abelian

Obs 3: n numar prim < (Z,,-) grup abelian, deci orice element e

inversabil

Obs.4: Fiind un grup finit, operatiile se fac in tabla legii

23) Ordinul unui element — cel mai mic ne N a.l. x*x*..*x =e
[,

n ori

Obs : Daca 3n=>ord a = co.
Obs.2: Daca G este un grup finit cu n elemente= x" =¢,Vxe G
24)Ordinul unui grup — numarul de elemente din grupul respectiv.
Obs.1 :Daca G are un numar infinit de elemente = ordG = o
Obs.2: ordinul oricarui subgrup divide ordinul grupului
25) Morfisme de monoizi - fie (M,*) si (M’,0) doi monoizi atunci
f(x*y)=f(x)o f(y)

f(e)=¢
26)1zomorfisme de monoizi Fie (M,*) si (M’,0) doi monoizi, atunci
f:M — M"izomorfism < f morfism si f bijectiva
27)Morfisme de grupuri - fie (G,*) si (G’,0) doud grupuri atunci
f:G—>G'morfisms f(x*y)=f(x)o f(y)
28)1zomorfisme de grupuri Fie (G,*) si (G’,0) doua grupuri, atunci
f :G — G'izomorfism < f morfism si f bijectiva

f:-M-oM' morfismc{

67



Ovidiu Badescu Descoperind matematica de liceu

29)Automorfism — este un izomorfism in care domeniul functiei
coincide cu codomeniul functiei

30)Doui grupuri finite sunt izomorfe <> au tablele la fel
structurate

31) (A*,0) Inel < A)(A,*) grup abelian
A,)(A,°) monoid
A))o distributiva fata de *
Obsl :Daca (A,°) monoid comutativ = (A,*,0) inel comutativ;
Obs3 :Elementul nul al inelului este e., iar elementul unitate este e,
(uneori se mai noteaza aceste elemente astfel: e, =e;e, =6 )
32) Subinel - Daca (A,*,0) inelsi A'c A= (A',*,0) este un
subinel al lui (A,*,0) daca a)Vx,ye A'= x*y', e A'
b) Vx,ye A'= xoye A',e, e A'unde x. este simetricul lui x
n raport cu *
33) Elementele inversabile ale unui inel
U (A) ={xe A|x e inversabil in raport cu o}
34) inelul (A,*,0) este fara divizori ai lui zero
VX,ye A al X#@e,y#6e = Xoy #8&,
Obs.: pentru a arata ca un inel este fara divizori ai lui zero,
presupunem cd XoYy =g, sitrebuie sd obfinem cad X #e, sauy #e.
Inelul (A, *,0)este cu divizori ai lui zero 3x,ye A, X #e.si y #&.
a.l Xoy=e,
35) (Z,,+,-) este inel fara divizori ai lui zero << N numaér prim

Obs.1: Daca n # numar prim, elementele care nu sunt divizori ai lui
zero sunt prime cu n (sunt si simetrizabile);

Obs.2 : Daca numerele au divizori comuni cu N = sunt divizori ai
lui zero si nu sunt simetrizabile;
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36) (K,*,0) ecorp < K))(K,*) grup abelian

K)(K\ed) gryp

K,)"o"distributiva fata de *
Obs.1: Daca (K \{e.},o) grup abelian = (K,*,o) corp abelian
Obs.2: (Z,,+,-) COrp <> N numdr prim;

Obs.: Corpurile nu admit divizori ai lui zero
37) (A,*,°) e domeniu de integritate < (A,*,0) e inel comutativ

cu cel putin doud elemente si este fara divizori ai lui zero
38) Definitia subcorpului daca (K,*,0) corpsi K'c K = (K',*,0)
e subcorp pentru (K,*,0) dacaa) Vx,yeK'= x*y, e K’
b) Vx,y e K'\{e.} = xoy' e K'\{e.}

39)Morfisme de inele: fie (1,*,0) si (1',*,°") 2inele, f:1 >1"e

f(x*y)=109 * f(y)
f(xoy)=1(x) <" f(y)si f(e)=e,
40)1zomorfisme de inele: Daca f este morfism de inele si
f bijectiva = f este izomorfism de inele
41)Morfism de corpuri
Fie (K,*,0) si (K',*',o") 2 corpurl, f:K — K’ e morfism de
f(xxy)=1(x) * f(y)
f(xeoy)="f(x) o f(y)
42)1zomorfisme de corpuri Daca f morfism de corpuri si f
bijectiva= f izomorfism de corpuri;

43)Automorfism — este un izomorfism in care domeniul functiei
coincide cu codomeniul functiei

morfism de inele daca vx,y €l :>{

corpuri dacd VXx,ye K = {
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Capitolul XVII
POLINOAME(XII)

1. Polinom — expresie de forma f=a X"+a, X" '+..+aX +4,
sau forma f=a,+aX+...+a,X". Numim coeficientii
polinomului numerele a,,a,..,a, iar X este nedeterminata
polinomului. Daca a,,a,,...,a, €Z notam f eZ[X], etc.

Obs.: forma algebrica : f =a X" +a X" " +..+a,X +a, sau orice

alta ordine a termenilor, forma canonica puterile lui X apar
obligatoriu in ordine descrescatoare;

Obs.: un polinom de forma a X * se numeste monom de grad k
2. Suma coeficientilor este f (1)

Termen liber este f (0)

f(1)+ f(-1)
(- 1y
2

3. Unelement ac K se numeste riadicina a polinomului
f € K[X] dacd f(a)=0
4. Gradul unui polinom -daca f =0=grf =—-
-daca f #0 = gr f este puterea maxima a lui X
5. Operatii cu polinoame: f,geC[X]| sau f,geZ [X]
unde p numar prim .
a) adunarea, scaderea, inmultirea, inmultirea cu un scalar si
ridicarea la putere se efectueaza ca si calculul cu litere, se folosesc
proprietati ale operatiilor cu puteri si factor comun
b) impartirea
f(X):g(X)dduncat q(X) rest r(X)sise parcurg etapele:

Suma coeficientilor de rang par este

Suma coeficientilor de rang impar este
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El) dacd gr f (X)<grg(X)=q(X)=0,r(X)=f(X).STOP
E2)dacd gr f (X)>grg(X)= G0 | g(0

S00
E3) impartim primul monom al lui f (X) la primul momon al lui
g (X) si obtinem astfel primul monom al lui q(X)
E4) Inmultim acest prim monom obtinut la q(X) cu g (X ) ,
rezultatul 1l trecem cu semn schimbat sub f (X) si efectuam
adunarea lui f (X) cu rezultatul obtinut prin inmultire obtinand
astfel primul rest partial f,(X)
E4) dacd gr f,(X)>gr g(X) continudm procedeul, altfel STOP si
restul cautat este ultimul rest partial obginut.
Obs.: impartirea se poate realiza si dacd f,g€Z,[X] cu n nu

neapdrat numar prim, Insd atunci conditia este ca sd avem
coeficientul dominant al lui g(X ) inversabil in Z, [X]
6. Teorema impartirii cu rest
Fie f,g e C[X] sau f,g €Z [X] unde p numar prim.
Atunci exista si sunt unice polinoamele g,r € K [X] cu

f(X):g(X) =q(X) rest r(X)
Obs.: proba Tmpartirii

f(X)=9(X)-q(X)+r(X) unde gr r(X)<gr g(X)

Obs.2: relaia este adevaratd si daca f,g€Z [X] cu n nu neaparat
numar prim, insd atunci condifia este ca sia avem coeficientul
dominant al lui g(X) inversabil in Z, [X]

Obs.3: Daca se cere restul impartirii unui polinom f la polinomul
g, calculam radacinile lui g, descompunem g 1in factori, scriem
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teorema impartirii, apoi proba impartirii si calculam valorile lui f
in radacinile polinomului g, de unde obtinem restul

Obs.:4 Daca polinomul g are radacini multiple, atunci derivam
relatia obtinuta din proba Impartirii

7. Restul impartirii unui polinom la polinoame de gradul I

Restul lui f:(X —a)este f(a)

8. Polinoame divizibile

Fie f,ge K[X]. Spunem cd g divide pe f sinotam g/ f daca si
numai daca exista un polinom ¢ € K [X] astfel incat f =g-q.
Obs.1: g divide pe f (notat g/ f ) este echivalent cu f divizibil cu
g (notat f:g)

Obs.2: g divide pe f < restul impartirii lui f la g este zero
Obs.3: g divide pe f < toate radacinile lui g sunt radacini pentru f
9. Teorema lui Bezout:

f divizibil prin (X —a)« f(a)=0

10. Polinoame prime intre ele:

Doud polinoame f,g sunt prime intre ele < (f,g)=aeC

11. Proprietati ale radacinilor

V polinom f e R [X ] are un numar par de radacini complexe si

Vv polinom f € R[X]de grad impar are cel putin o rddacina reald
Vv polinom f € R[X|de grad n are n rddacini complexe, nu neapdrat

distincte
Vv polinom f € R[X]de grad n care are are n rddacini reale distincte

schimba semnul 1n fiecare radacina
12. Fie K un corp comutativ. Un element a€ K se numeste

ridicind multipld de ordin “k” a polinomului f € K[X]| dacd
(X —a)/f si (X —a)" Xt
Obs.1: x = o eradacina multipla de ordin k
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1<k <ndaca: si £ (a)=0

(o )=0

Obs.2: daca p =1 radacina se numeste simpld, dacd p =2 radacina

se numeste dubla, dacd p =3 avem radacina tripla

13. f este reductibilin K[X]«< 3g,he K[X] al f=g-h,
unde 1<grad g <gradf sil<grad h<gradf

Obs.1: Daca f areradaciniin K = f este reductibil in K[X]
Obs 2: 3 polinoame care nu au nici o radacina in K, dar care sunt
reductibile.

f este ireductibil in K[X] < nuexista g,he K[X] a.l. f=g-h,
unde l<gradg<gradf,6 1<grad h<gradf

14. Polinoame ireductibile

a) peste R, singurele polinoame ireductibile sunt f =ax+b,a=0

si f=ax’+bx+c,a=0,A<0

b) peste C, singurul polinom ireductibil este f =ax+b,a=0
Obs.1: V polinom de grad > 3 se descompune in R (este reductibil)
Obs.2: Exista polinoame reductibile peste R care nu au nicio
radacina in R

15. Relatiile lui Viete in caz general 3 X" +3, X" +......+8x+3 =0

an—l
31:X1+X2+...+Xn :—a—

n

a
S, = XX, + X X5 oo F X X, = ;‘2
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16. Relatiile lui Viete la ecuatia de grad ITI ax® +bx* +cx+d =0

b
51:X1+X2+X3:_g

C
52:X1X2+X1X3+X2X3:g

17. Relatiile lui Viete la ec. de grad IV ax® +bx’+cx’ +dx+e=0

b
S1:X1+X2+X3+X4:_a
C
Sy = XXy + XXy + X Xy X X5+ X Xy + XX, :a

S3 = X XXy + X X, Xy X XXy + X Xg Xy = ——

e

a

18. Conditia ca radacinile unei ecuatii de grad III sa fie in:
a) progresie aritmetica: x, =a—r, X, =a, X, =a+r

Sy = X X XX, =

. . - a
b) progresie geometrica: X, =—,X, =a,X; =a-q
q

19. Conditia ca radacinile unei ecuatii de grad IV sa fie in:
a) progresie aritmetica: x =a—3r,x, =a—r,x, =a+r,x,=a+3r

. . s a a 3
b) progresie geometrica: x, =—,X, =—,X;=a-q,Xx, =a-q
q

20. Determinarea sumei patratelor radacinilor unei ecuatii :

2
X+ X+ X = (x1 +X, +...xn) —2()(1 X, + X, X, +...xn71xn)
21. Formarea unei ecuatii de gradul “n” daca stim radéacinile
(ecuatie atasata)

X" =X 4 5,X" 7 —..+(-1)"s, =0
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22. Determinarea sumei puterilor asemenea ale radacinilor unei
ecuatii de grad 3 ax’ +bx’ +cx+d =0, se cere S, =X +X +X

El) calculam S =X +X, +X, :_g

2
E2) calculim S, =X +X +X :(31>2 —2s, = _9] _2.3

a a

E3) pentru a calcula S, =X+ +%, inlocuim x, in ecuatie, apoi

X,, X; , s€ aduna si se obtine aS, +bS, +¢S,+3d =0

E4) pentru a calcula S, =X +x +X;, inmul{im fiecare ecuatie cu X, si
adunam relatiile

: 1 1 1 _
Obs.: pentru a determina S_, =—+-—+-—, aducem la acelasi
X1 X2 X3
numitor = §_, = e XX XX S
X X, Xs S,

23. Gasirea radacinilor intregi (rationale) pentru o ecuatie cu
coeficienti Intregi

- {w ¢ e

termenului liber. Daca niciunul din acesti divizori nu e radacina,
atunci polinomul nu are radacini intregi.

Daca f € Q[X] singurele radacini rationale sunt printre
divizorii termenului liber

divizorii coeficientului dominant
nu e radacind, atunci polinomul nu are radacini rationale.

. Daca niciunul din acesti divizori

24. Ecuatii reciproce: coeficientii termenilor egal departati de
extremi sunt egali
Obs: Ecuatiile reciproce de grad impar au pe X =—1 solutie
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Ecuatii reciproce de grad III: au radacind pe x =—1,

- se Tmpart la x+1, se obtine (x+1)(ec. degrad Il)=0 = x=-1
sau ec. de grad 11=0 = x, ,

Ecuatii reciproce de gradul IV -se precizeaza X =0 nu e solutie, se

- C 1 1
imparte la x* apoi notim x+—=t = X2+—2:t2—2
X X

E4) t , =...revenim la notatia X+ 1 t
' X

Ecuatii reciproce de gradul V - se Tmparte la x+1, se obtine
(X—i—l)(ec. reciproca de grad IV) =(0=X=—1 sau ecuatia reciproca de
grad IV = 0= punctul anterior

76



Ovidiu Badescu Descoperind matematica de liceu

Capitolul XVI1I
SIRURI(XI)

1. Demonstrarea monotoniei unui sir:
Met I: Criteriul diferentei — calculam diferenta X ,, — X, sidaca:
X, —X>0X ,>X <X s/

n+1

Xpq— X, <0 X

X, —X%X>20x%x  >x <X/

n+1 n n+l —

<X, S XS\

n+1

X, —X <0 X, <X <X\
Met I1: Criteriul raportului — Valabil doar pentru siruri cu toti

termenii pozitivi, calculdm raportul L sidaca:
n
X
Yt S1ex  >x x5/ Sl X, <X X SN\
X X
X
Jisiox 2x ox S MLl X <X SX, N\
X X

2. Demonstrarea marginirii unui sir:
se dau valori, se intuiesc capetele, se arata cax, €|[a; ]

3. Dreapti reali incheiati R =R U {£oo}

4. x, are limita o daca Ja eR de care se apropie toti termenii

sirului incepand cu un anumit rang, cand N — oo.

5. V sir monoton are limita (finita sau infinita).

6.x, este convergent la a < X, are limita finita.

Obs.: pentru a demonstra ca un sir e convergent, sau aratam ca X,
monoton §i marginit, sau aratdm ca e monoton, deci are limita si
trecem la limita 1n relatia initiald si obtinem limita finita

7. X, - divergent — termenii sirului nu se apropie de un numar real
(deci sau nu se apropie de nimic, sau se apropie de +wo)
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8. Siruri remarcabile

a) Daca P(n)=a,n’+a, ,n""+..+an+a,, atunci
limP(n)=Ilim (apnp ) , adica limita termenului de grad maxim

n—oo n—o0

b) Fie P(n)=an’+a,,n"*+...an+a,Q(n) =b,n" +b, ;™ +...+bn+hy

0,9rP < grQ
__P(n) |a :
lim =< grP=grQ sau prin factor fortat
n—w Q(n) bq

a
sgn {b—p]oo grP > grQ

¢) limqg" = 0.q¢(-1Y)
n—oo l1q:l
00,q>1
P(n
d) fim % _ g ¢) Iim%:O,Va>l
X X n—o

f) limlog, n=00,b>1 si limlog, n=—0,b €(0,1)
9. Operatii cu limite de siruri

a,,—oo sunt limite de siruri si nu numere din R , iar & o limiti ce
apartine lui R .

—0,00 <0 wo,a<0
a) L =12a=0 b) £ =12a=0

wo,a>0 —o0,00 >0
C)izo d) 0 — o e) o” =0

+o0
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10. Subsir al unui sir dat : este un sir format cu o infinitate de
termeni ai sirului initial.

Obs 1: Daca x, > | =V subsir x, —>1;

Obs 2: Daca toate subsirurile care completeaza un sir dat au limita |
atuncisi X, — |

Obs 3: Daca un sir are 2 subsiruri care au limite diferite atunci sirul
initial nu are limita.

11. Metoda de a arata ca sirurile trigonometrice nu au limita
Exp.: Se cere: limcos(nz)="?

n—o0

E1) n=2k — 0= cosx, =cos(2kz)=cos0=1-1;
n=2k+1->00=>cosx, =cos((2k +1)z)=cosz =—-1—>-1;

Deoarece avem 2 subsiruri cu limitd diferitd, rezulta ca sirul iniial nu
are limita.

12. Cazuri exceptate oo—oo;i;g;oo-o;l“’; «©’; 0% 0~
to 0

Obs: in cazurile exceptate 0 si 1 nu sunt numere ci limite de siruri.
o o (n+1Y

Ex: liml” =1 insa Ilm(—J = caz exceptat
n—w nool N+ 2

13. Limite remarcabile — sunt limite presupuse cunoscute si la care
se ajunge printr-o schimbare de variabild adecvata:

. sinx . togx
a) lim n=1 |Imb=1
Xn—0 Xn Xn—0 Xn
. arcsinx . arctgx
lim 28N % _y lim 29 _q
Xn—0 Xn Xn—0 Xn
.a -1 . In(1+x
b) lim =Ina C) |ImM:l
X, —0 Xn X, —0 Xn
o (1+x ) -1 _ 1 . Inx
d) I|m¢: p elim(l+x)w=e f lim—=2=0
X, —0 Xn X, —0 Xp—>0 Xn
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14. Produsul unui sir convergent la 0 cu un sir marginit da un sir
—0

n

convergent la 0 o
Y, —marginit

}:xn-yn—>0

15. Convergenta la 0 este echivalenta cu convergenta modulului

la 0 X, >0 x| >0
16. Criteriul majorarii |Xn - X| <y, st y,»0=x, —>X
. . . . an % I
17. Criteriul clestelui a,<b <c, i I =b, >
C,—

18. Calcularea limitei unei sume cu ajutorul criteriului clestelui
E1) Se incadreaza fiecare termen al sumei in functie de cel mai mic,
respectiv cel mai mare termen al sumei.

E2) Se aduna inegalitatile.

E3) Daca sirurile laterale au aceeasi limita, atunci sirul are limita
respectiva.

Obs: De obicei, termenii se incadreaza doar modificand numitorii,
numaratorii rimanand neschimbati.

19. Cazul exceptat : oo —©

Met I: Se da factor comun fortat cel mai mare termen.

Met II: Daca apar radicali se rationalizeaza.

20. Cazul exceptat : % sau % Se da factor comun fortat, se
T0o0

descompune numaratorul si numitorul, se simplifica sau limite
remarcabile.

o0
21. Cazul exceptat : 0-c0 sau o0-0. Se transforma in cazul —
o0

sau % folosind f-g=
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22. Cazul exceptat : 1” inseamna (x,)", unde x, -1 si y, — o
E1) Se aduna si se scade cifra 1 la sirul de la baza si se obtine
(1+x,-1)".

1 (anl)'y
E2) Se scrie ((l+ (X, —l))xnlj , iar puterea se pune inversata

fatd de (x, —1).

1 im...
E3) Se foloseste |irr3)(l+ X, )7 =e gica lime = eIn
23. Cazul exceptat : «”, 0°, 0"
El) Se foloseste f¢=e%"",
E2) Se ia separat "™, fie I, = lim... care este una din limitele
standard de mai sus.

24. Lema lui Cesaro-Stolz pentru

818

olo

Daca se cere Iim%,bn /" si nemirginit (respectiv b, ™\ la0 ) si se

n

. a . .,—a — ... a
poate calcula lim—=%—" =] R, atunci si |Imb—”=|.
n — n

n+1 n n

25. Criteriul radicalului Daca se cere lim /X sise poate calcula
n

. X = . s
lim— =] e R, atuncisi limg/x, =1.
n X n

n

26. Criteriul raportului Daca lim22:2 1 [0,1)=a, —0
noa

n

.. a
Daci lim—2 — | e(Loo]=a, -
na

n

LA . T
Daca lim— — 1, atunci nu putem determina limita lui a,
noa

n
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27. Siruri recurente de ordinul I

Monotonia: se foloseste inductia matematica

E1) Se calculeaza a,, se compara a, CU a,;

E2) FieP(n):a, <a n functie de E1);

E3) Se demonstreaza prin inductie, preferabil folosind:

Presupunem P (k+1) adevarat <> ... <> adevdrat” si exprimam sirul

sau a, >a

n+1 n+1

cu relatia de recurenta.
Obs: pentru a ardta cd un sir nu este monoton, calculdm cativa
termeni si ardtam X, < X, > X,;; X, > X, < X, sau orice altd combinatie.

Marginirea: se foloseste inductia matematica

E1) Din monotonie = a, <&, sau a, > a,, deci avem un capat;

E2) Celalalt capat este posibila limita a sirului.

Se redacteaza ,,posibila limita finita a sirului este | astfel incéat: 1=...,
de unde obtinem | =...”;

Obs.: Daca obtinem o contradictie atunci limita sirului este Foo, caci
orice sir monoton are limitd, iar faptul ca limita este o Sau —oo
deducem din monotonie

E3) Aratam prin inductie propozitia

P(n):a,<I sau a,>I, folosind ,PresupunemP(k+1) adevarat

& ... <> adeviarat” si exprimand sirul cu relagia de recurenta.

Obs: dacd nu stim monotonia sgirului, calculam primele valori,
observdm monotonia §i aratam prin inductie marginirea cu primul
termen al sirului. Daca s-a folosit inductia la monotonie, atunci nu
mai este necesara inductia la acest prim capat.

82



Ovidiu Badescu Descoperind matematica de liceu

Capitolul XIX
LIMITE DE FUNCTIIL FUNCTII CONTINUE.
ASIMPTOTE. PROPRIETATEA LUI DARBOUX (XI)

1. f are limita egala cu leR inx=a < 3lim f(x)=I

2. Limitele functiilor elementare in puncte ale domeniului se
gasesc Inlocuind X cu a, Insd daca se obtine caz exceptat, se folosesc
metode de la cazurile exceptate intalnite la siruri.
3. Limite laterale a) limita la stanga: | (o) = f (¢ —0) =lim f (X)

b) limita la dreapta: |, () = f (a +0) =lim f (x)

Obs.: Daca f are limite laterale in X =a atunci
(f arelimitiinx=a < | (a)=1;(a))

4. Limitele functiilor elementare in puncte de acumulare ce nu
apartin domeniului

Fie a un numar real finit

a) limita functiei constante

limc=c,limc=c, lim c=c,Vc constanta

X—a X—00 X——00

b) limita functiei polinomiale f =a x"+a, X" +..+aXx+a,
limP(n)=aa"+a,.,a" "' +..+aa+a,

X—a

lim P (n) = lim(a,x") lim P(n)= lim (a,x")

Obs.: limita la +0o a unei functii polinomiale este egala cu limita
termenului de grad maxim
P(X) P(a)

¢) limita functiei rationale lim———~=—-~+=
=2Q(X) Q(a)
Obs.: Atunci cand numitorul este un sir ce tinde la 0 conteaza semnul

numitorului, iar dacd numitorul poate fi +0, se calculeaza limitele
laterale (pentru a-i gasi semnul e indicat tabelul de semne).
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Exp.: Iiml:—oo Iimizoo

o X o X
a
sgn [b—“] oo, grad f >grad g
f
lim ﬂ = i, gradf =grad g sau factor fortat
X—00 g (X) bm
0, gradf <gradg
a.n gradf —gradg
sgn [b—]~(—oo) ,gradf >grad g
lim M = i, gradf =grad g sau factor fortat
X——00 g (X) bm
0, gradf <gradg
Exp.2: Iimlzo lim l:0
X—o0 X X——00 X

d) limita functiei logaritmice

dacd b€ (1,00)= limlog, x = —oo0 si lim log, X = 00
x>0

dacd b €(0,1)= limlog, x =co si lim log, X =—00

x>0

g) limita functiilor trigonometrice ,Zf limsin x ,Zf lim cos x
X—>00 X—>00
lim tgx = lim tgx = —0 limctgx =
X—7/2 x> l2 x—0
x<ml2 x> /2 x>0
lim ctgx = — limarctgx = — lim arctgx = ——
X—m X—>00 2 X—>—00 2

X<m
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Descoperind matematica de liceu

5. Reguli de calcul in R, notim cazurile exceptate cu ?

a+ oo =00 Aa—00=—00
00 + 00 = 0 —00— 00 =—00
oco—o0="7 —o0+o00="

a>0=a-co=00

a>0=a:(—oo0)=—00

0000 = 00
oo-(—oo):—oo 0-(j:oo):7
a>0:>g:oo a<0=>—=-

a
a>0=_——_ a<0=_" =0

a a

1 1

0 e

+0 —0

1y a_,

+o00 0

E0_, o,

+o00 0

ac(lLoo)=a* =00

ac(0,1)=a*=0

ac(loo)=a>=0

ac(0l)=a > =00

bE(O,oo = 00® =00

bE(—oo,O)=>oob =0

00 =00 oo *=0
1> =? o0’ =2
0°="? 0* =2
6. Cazuri exceptate (operatii fira sens, nedeterminari)
00 — 00 00-0 00 0
o 0
1~ 0° o’ 0
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7. Comutarea limitei cu functia Daca f este o functie elementara,
atunci lim f (g (x))= f (Iimg(x))

Exp.: limcos (sin x) =cos lim (sinx)=cos0=1

Obs.: limita modului este egalda cu modulul limitei, adica

lim| () = Jim  (x)

X—a X—a

8. Metoda substitutiei(a schimbarii variabilei sau a notatiei)
Deoarece toate limitele remarcabile au argumentul ce tinde la 0 sau
laco, daca avem o limita la care argumentul nu tinde la 0, nici la co
notand ajungem la o limita cu argumentul ce tinde la 0 sau la oo
Obs.: Daca avem X — —0,¢ indicatd notatia t = —x =t — oo sau, fara

a nota trebuie retinut ca lim (3/x*) = x|= —x
X—>—©

9. Asimptote — drepte fata de care se apropie Gr, fara a-1 atinge in
directia respectiva. Se prescurteaza ,,as”.

Asimptotele sunt de 3 tipuri:

a) asimptote orizontale: 3 doar daca Dr nemarginit.

Daca lim f(x)=1e R= y=1 as. orizontala spre —o.

X——00

Daca lim f(x)=1¢R saudacd A lim f(x)= Gt nu are asimptota
X—>—0 X——00

orizontald spre —oo.
Dacd lim f(x)=1eR = y=1 as. orizontala spre .

X—00

Daca lim f(x) =1 R saudacd A lim f (x) = Gt nu are asimptota
X—>00 X—>00

orizontala spre oo,
b) asimptote oblice: 3 doar daca Dt nemarginit si daca nu exista
asimptote orizontale in directia respectiva.

Fie m= lim )

X—>—00 X

Daca meR= n=Ilim[f(x)-mx]eR= y=mx+n este

asimptota oblica spre —o.
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Daca n¢ R saudacd A n= lim[f(x)—mx] atunci Gt nu are
X—>—00

asimptota oblica spre —o .
Fie m= Iim—f (x)

X—>00 X

Dacd meR= n=Ilim[f(x)—-mx]eR= y=mx+n este

asimptotd oblica spre oo.
Daca ng R saudaca A n=Ilim[f(x)—mx] atunci Gr nu are
X—>00

asimptotd oblica spre oo.
C) asimptote verticale: se calculeaza in capetele deschise ale
domeniului (de obicei in punctele gasite din conditii).

lim f (x) = 200 = X = a asimptotd verticala la stanga.

X—a
X<a

lim f (x) = 200 = X = a asimptota verticala la dreapta.

X—>a

X>a
Obs 1: O functie poate avea asimptota orizontald spre —co si
asimptotd oblica spre oo.
Obs 2: Sunt functii care nu au nici un fel de asimptote, dar si functii
care au o infinitate de asimptote verticale.

10. f continuain x=¢a < lim f(x)= f(a) notim feC,_,

Obs.1. continuitatea se studiaza doar in puncte din D,

11. Studierea continuitatii unei functii cu acolade

TIP 1. Fie f(x):{ fi(x).x<a

f,(X),x>a
Functia f este continudin x=a < lim f(x)=Ilim f(x) = f(a)
f,(x),xeQ
f,(x),xeR\Q
Functia f este continudin x=a < lim f(x)= lim f(x)=f («)
xeQ xeR\Q

TIP II. Fie f(X):{
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12. o € D, e punct de discontinuitate< aeD,si f¢C,_,

pct. de disc de I'spetia: f ¢C,_ <3l (ax)eR,3 (ax)eR

pct. de disc de II speta: f ¢C,_ sia nu e de prima speta

Obs.1.: x=a este punct de discontinuitate de I speta daca verifica
una din conditiile:

a) |, (a) #1,(ex) sau

b) I,(a) =1, () # T (a)

Obs.2: f monotona—=f poate avea discontinuitate de I-a speta.

13. f continua pe I = f nu 1si schimba semnul decat in radacini.
Obs.1. Acest rezultat se folosea in clasa a 1X-a atunci cand in tabelul

de semne al unei inecuatii, semnul se putea schimba doar cand
aparea 0 sau bara.

Obs.2: f continud pe (a,b) si f (a)- f(b)<0=3ce(a;b) al.f(c)=0
Acest numar C nu e neaparat unic, insa daca stim ca fe strict
monotona, atunci radacina cva fi unica.

Obs.3: Daca f:[a,b]—[a,b], f continua pe [a,b] = ecuatia f(x)=x

VVVVVV

14. O functie continua si injectiva este strict monotona
15. Functii cu proprietatea lui Darboux

f:(a,b)=R,feDbeVie(f(a), f(b)u(f(b) f(a))
dce(ab) al.f(c)=4
Obs.: Verificarea definitiei e uneori dificila, se foloseste:

DA p| fare Darboux <
p»| fnuare Darboux NU
DA
f continua DA i
NU f are discontinuit de NU Exista l a.i. f(I) nu e »
P prima speta p interval
N
U »| se verifica definitia
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Capitolul XX
FUNCTII DERIVABILE (XI)

1. Functia f este derivabiliin x=a < lim T=T(@) eR
X—a X —_ a

ObsL: lim+ X =T@)_ (@) lim f(h”r)]‘ fla) _

X—a X—a h—0

f'(a)
Obs.2: exista derivatele laterale
£, ()= lim T =@ g () < jim L= T(@)

X—a X—a X—a X—«

. fx)-—f —
2. farederivatiinx=0eD, "D’, @IImM eR
e X—q
(poate fi numar sau +oo)
3. Studierea derivabilitatii unei functii cu acolade

) f(X),X<a
Fie f(x)= (%)
f,(X), x> a
X =a avem etapele:
Etapa I. Aratam ca functia este continud in X=q«

Etapa II. Aritim cd: lim F) - fla) _ lim f(x)—f ()
X—a X—aQ Xt X—a

Obs.1: daca f nu e continua = f nu e derivabila
Obs.2: Etapa I este optionala, dacd avem f' (a)=f',(a), atunci

. Pentru a studia derivabilitatea functiei in

nu mai facem continuitatea, insd daca se cere determinarea unor
constante astfel incat o functie sa fie derivabild, atunci e necesara si
continuitatea

Obs.3: daca f derivabila = f continua, reciproc NU.
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4. Tabel cu derivate de memorat

Descoperind matematica de liceu

(C)=0 (x*)=a-x*" (In x)':é
(a*)zax-lna (sinx)'=cos (cosx)'=-sinx
1 1 . , 1
" I arcsin x)' =
(t9%) cos? x (ctgx) sin? x ( ) 1-x°
. 1 , 1 , 1
(arccos x) =—\/1_7 (arctgx) = (arcctgx) =

Tabel cu derivate ce se pot deduce

. Y ax 1y 1 .
x'=1  (¢)=e (;J =z (log, x) =Inb
1 1
I R S e
5. Operatii cu functii derivabile
a)(f+g)'=f'+g" P)(a-f)' =a-f'

£ f.g-f-g’

O(f-g)=f g+f-g’ d)[—] L
g g

Obs.: exista generalizare a derivatei unui produs:
(ffye f) = e f e
6. Derivarea de functii compuse interiorul functiei nu este doar X,
ci o functie care depinde de X, notata u. Se folosesc formulele:
(f)'=f@-u, (a)=a'lna-u’, ()'=n-u""u’

7. Derivarea functiilor care contin pe X atit la baza cat si la
exponent

(F9)'=f9Inf.g+g-for f'= fg-(lnf-g‘+g-f7n

Obs.: Formula se poate retine mai usor considerand intai f constant
si derivand ca o exponentiala, apoi g constant si derivand ca o functie
putere
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8. Ecuatia tangentei la G, in punctul de abscisa a

a) Daca f derivabild in X =oa = ecuatia tangentei la G, n

M (a, f(a)) este y—f(a)=f'(a) (x-a)

b) Daca f '(a) =+oo atunci ecuatia tangentei este x =«

Obs.1: Panta tangentei in M (a, f (@))este m= f '(a)

9. Determinarea domeniului de derivabilitate - calculam derivata

functiei, si dacd obtinem noi conditii, studiem cu definitia daca
functia este derivabila sau nu e derivabila in acele puncte

. . 1\ (=)™ .n

10. Calcularea derivatelor de ordinul n ( ] =
X—o (X-a)

(sinx)™ =Sin(X+n7ﬂ] (cos x)™ :cos(x+n7ﬂ]

11. Formula lui Leibniz ~ (f-g)™ =>Crf™®.g®
k=0

12. Radacini multiple x = o e radacina multipla de ordin k
f(cr)=0

f'(a)=0
1<k <ndaci: (o) si £(a)=0

Y (a)=0
Obs.: e 0 conditie necesara si suficienta
13. Conditia ca o functie ce contine module sa fi derivabila :

f(x)=g (X)‘h(x)‘ e derivabili pe R <>sau h nu are radacini

reale, sau toate radacinile reale ale lui h sunt radacini reale ale lui
g si suma ordinelor lor de multiplicitate sa fie para

Obs.: f(x)=|x—a|+|x=B|,a = B nu este derivabild in x  {a; B}
Exp.: f(x) = x|x—a|+2|x—p| e derivabilipe R < a = f = -2
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14. Conditia ca doui functii sa aiba graficele tangente n

M (a,B) esteca: {f(a)_g(a)

fa)=g(a)
15. a -punct de minim local pentru f < 3V €V,
astfel incat vxeV N D, = f(x)> f(«)
a -punct de maxim local pentru f < 3V €V,

astfel incat VxeV D, = f(x)< f(a)
16. Stabilirea monotoniei folosind derivata de ordinul I:
Daca f derivabila si :

f'(x)>0 = f ./ f'(x)<0 = fs\y
( f'(x)>0si f'(x)=0pentru un nr. finit de puncte) = ./

( f'(x)<0si f'(x)=0pentruun nr. finit de puncte) = f \,
f'(x)>0=>f f'(x)<0= N\
17. Punctele de extrem ale unei functii:
El) rezolvam ecuatia f'(x)=0= x radacini
E2) Xx=a este punct de extrem daca este indeplinita oricare din
conditiile:
a) f'(a)=0si f'isischimbdsemnulin X=a sau
b) Af '(a)=0,3f (a) si f'isischimba semnulin x=a sau
C) X=a este capat inchis a D
18. Stabilirea marginirii unei functii si determinarea imaginii
unei functii folosind tabelul atasat functiei
El) rezolvam ecuatia f'(x)=0= x radacini
E2) gasim semnul lui f'
E3) pe linia corespunzatoare lui f trecem monotonia, valorile lui f
in radacinile lui f ' si limitele la capete
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E4) Im f este formata din reuniunea tuturor intervalelor lui f (x)
pe care functia este strict monotona
19. Definitia convexitatii, concavitatii lui f
f convexd pe I < Vt €[0;1],vx,X, € D; =
Fto+(1-1) %, ) <t (%) +(1-1)- F (%)
f concavd pe I < vt €[0;1], VX, X, e D, =
Ftx+ (1) %) >t (%) +(1-1)- F (%)
20. Stabilirea convexitatii unei functii folosind derivata de

ordinul 1l
Dacd f este de 2 ori derivabild pe I si

daca f"(x)>0,Vxe[a;b]= f convexdpel;

dacd f"(x)<0,Vxe[a;b]= f concavi pel.

21. Punctele de inflexiune ale unei functii:

El) rezolvam ecuatia f "(x)=0=> X radacini

E2) daca f" isi schimba semnulin X=a = X=a punct de
inflexiune

22. Studierea injectivitatii si a surjectivitatii folosind analiza
matematica

-dacd f'(x)>0sif'(x)=0 doar in puncte izolate

= f strict crescatoare = f injectiva

-dacd f'(x)< sif'(x)=0 doarin puncte izolate

= f strict descrescatoare = f injectiva

Obs.: daca f continud f nu e strict monotona, atunci f nue
injectiva

-dacad Im, =Cd, = f surjectiva

Obs.: daca Im, =Cd, = f nu e surjectiva
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23. Calcularea derivatelor de ordinul I sau II pentru functia
inversa

(ffl)’ (Yo)= f'(lxo) , X, 1l gasim din relatia f (X)) =Y,.
() (y,) =—(:,((X):°)))3 Liar x, 1l gasim din f (%)= Y.
24. « este punct critic pentru f < f'(a)=0

25. a-punct unghiular daca fcontinua in « si are derivatele
laterale in o diferite, cel putin una finita.
26. o -punct de intoarcere pentru f < f continuain o, f are

derivate laterale in o infinite si diferite
(f(@)=—o0;f' (@)=o0sauf’ (a)=oc; ' (a)=—oc;)
27. Teorema lui FERMAT : f :(a;b) >R, €(a;b)

punct de extrem. Daca f e derivabildi in x=a = f'(a)=0.

Obs: Reciproca e falsa, adica f’(a) = 0= a punct de extrem.
28. Teorema lui ROLLE: f :[a;b]—> R. Daca
1) f continua pe [a;b]
2) f derivabila pe (a;b)
3) f(a)=f(h)
atunci 3c e(a;b)astfel incat f'(c)=0.
29. Teorema lui LAGRANGE: f :[a;b] - R. Daca
1) f continui pe [a;b]
2) f derivabila pe (a;b)
atunci 3ce(a;b)astfelincat f(b)-f(a)=f'(c)(b-a)
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30. Sirul lui Rolle — ne da numarul de radacini reale ale unei ecuatii
si intervalele 1n care sunt situate

El) Se gaseste D, unde f (x)=ecuatia data.
E2) Serezolva f'(x)=0= x, radécini
E3) Se face tabel de tipul :

X X X3

f' 0 0 0

f

E4) Linia lui f se completeaza cu limitele la capetele D, si valorile
lui fin x

E5) Sirul lui Rolle este un sir de semne alese din linia lui f
(semnele limitelor la capete si semnele valorilor lui f in radacinile

lui f'(x))
E6) Daca 1n sirul lui Rolle apar semne consecutive identice atunci

intre valorile lui X corespunzatoare, f nu are radacini reale.
Daca apar semne consecutive opuse, atunci intre valorile lui X

vvvvvv

Daca apare 0 atunci X, este radacind multipla. Pentru a-i gasi
ordinul calculam f'(x;), f(x)...
31. Consecinte ale teoremelor de medie
Cl) Daca f'(x)=0 peinterval = f e constanti pe acel interval.

C2) Daca f'(x)=g'(x)pe uninterval = f difera de g printr-o

constanta pe acel interval.
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32. Regulile lui I’'Hopital Daca f,g:[a;b]\{a} — R astfel incat
1) f,g derivabile pe [a;b]\{a}

2) lim f(x)e{f;g}

oag(x) (o0

- f(x) =
3)Ellxl_r>l;lg,(x)eR

atunci 3 tim-2) _ jim £ )
X—>a g(x) X—a g (X)

!
Obs1: Teorema se poate aplica recursiv, adica in cazul in care —

g

"

n 0 oo .
este tot in cazul — sau —, se mai aplica pentru —-, etc.
0 g

Obs. 2: Nu intodeauna aplicarea teoremei lui I’Hopital da cele mai
simple calcule, se sugereaza combinarea metodelor elementare de
calcul a limitelor cu regula lui I’Hopital.

Obs. 3: Daca prin I’Hopital ajungem la rapoarte care nu au limita, nu

. f C e 5
rezultd cd — nu are limita, ci doar cd ea nu se poate calcula cu

g
regula lui I’'Hopital.
. X=sinXx
Exp.: lim———
x=o X +Sin X

33. Calcularea limitelor de siruri cu ajutorul teoremei lui
I’Hopital
E1) Se considera functia ajutatoare f(n) =X, apoi trecem la

variabila x unde f :(a,)—>R,
E2) Se calculeaza lim f(x)

E3) Se foloseste : lim f(x) =1 = limx, =1
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34. Demonstrarea unor inegalititi folosind derivatele unei
functii(determinarea semnului unei functii) - se cere compararea a
doua functii sau a unei functii cu un numar real

E1) se trece totul in partea stanga si se obtine compararea unei functii
Cu zero

E2) calculam derivata functiei

E3) gasim semnul derivatei

E4) folosind semnul derivatei, gasim monotonia functiel

ES5) calculam limita functiei in capetele domeniului(sau valoarea
functiei in capetele domeniului)

ES5) facem tabel de variatie si determinam semnul functiei

35. Inegalitati demonstrate cu derivate, dar care se pot folosi ca
si formule in demonstrarea altor relatii

a) sinx<x,vx>0

b) In(1+x)<x Vx>0

C) e*>x+1,VxeR

36. Discutia numirului de riadicini ale ecuatiei f (x)=a
E1) calculam derivata functiei

E2) se face tabel de variatie al functiei f

E3) se schiteaza graficul functiei, tinand cont de limitele din capete,
de punctele de extrem si de monotonie

E4) numarul de radacini este dat de numarul de puncte de intersectie
dintre dreapta y = a si graficul functiei
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Capitolul XXI
REPREZENTAREA GRAFICA A FUNCTIILOR (XI)

1.Domeniul de definitie.

Se pun conditii la numitori, logaritmi, radicali si la domenii
consacrate ( exp. arcsinx ).
2.Intersectia cu axele, limite la capete, asimptote.

Ei)) "Oy:x=0eD; = f(0)=..= A(0,...)eG;
~Ox: f (X) =0= X, X,,..solutii = B(x,,0) €G,,C(x,,0) €G; etc.
E>) Se calculeaza limitele la toate capetele deschise ale Dr si

valorile lui  f 1n capetele inchise.
Es) se determind asimptotele
3. Continuitate, derivabilitate.

E1) Se foloseste: ,, f este compunere, suma, diferenta, produs, cat
de functii elementare pe un interval = f continud pe acel interval”,
se gasesc eventualele discontinuitati si tipul lor.

E2) Se deriveaza f, se gaseste domeniul de derivabilitate
( Dr m noi conditii ), se gaseste eventual monotonia si eventualele
puncte critice, de extrem, unghiulare sau de intoarcere.

Es) Se calculeaza, se gaseste Ds -, se obtine convexitatea sau
concavitatea lui f siev f "(x)entualele puncte de inflexiune.

Obs: Uneori gasirea radacinilor lui f "(x) =0 este complicata si
aceasta etapa poate lipsi.
4. Tabelul de variatie.

E1) Are forma:
X Xi X2 XS X4 XS
- 4
f 1
f 4 |

Obs: Se hasureaza portiunea care nu ¢ in domeniu.
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E2) Linia lui f " respectiv f'se completeaza cu cifra 0 sau
eventualele ,,bare” si semnul corespunzator.

E3) Linia lui f se completeaza cu limite la capete si valori in toate
numerele de pe linia lui x, apoi sdageti de monotonie si notatiile
corespunzatoare convexitatii sau concavitatii.

Obs: Sub valorile gasite se trece eventual tipul punctului gasit: (¢)
critic, (m) minim, (M) maxim, (u) unghiular, (1) intoarcere si (i)
inflexiune.

5.Trasarea graficului.

E1) Se hasureaza portiunea care nu e din domeniu situata intre
paralele duse prin valorile lui x corespunzatoare.

E.) Se traseaza asimptotele doar in directia respectiva.

Es) Se reprezintd punctele gasite.

E4) Se traseaza graficul functiei {indnd cont de asimptote si de faptul
ca trece prin toate punctele gasite

Obs 1: daca f para, impara sau periodica, se face un alt grafic
complet cu eventuale simetrii sau translatii ale graficului anterior.

Obs 2: este esentiald situarea punctelor de tipul (—o0,—o0), (—o0,+0),
(=0,—0),(,0) etc.
6.Ecuatia cercului de centru M (a, B) sirazi R este
(x-a)'+ (y-p) =R’
7.Aria si lungimea cercului de ecuatie (X—05)2 + (y—ﬁ)2 =R?

Aria cercului este A= pR?

Lungimea cercului este L =2pR
2 2

8.Ecuatia elipsei: X—Z + Z—Z —-1=0, unde
a
a?_c2=b?

Obsl.: excentricitatea elipsei: e = € P
a

.
~_ |

v

99



Ovidiu Badescu Descoperind matematica de liceu
. e . X y
9. Ecuatia hiperbolei - ——-—-1=0,
a

unde c?—a?=b?.

Obs1:excentricitatea hiperbolei: e==>1.
p a / ‘ \\\
Obs.2: ec. asimptotelor hiperbolei yzigx

10.Ecuatia parabolei: y> —2px =0, unde
p este parametrul parabolei.

11.Ecuatia tangentei la o conica intr-un punct de pe conica se
gaseste prin dedublarea ecuatiei conicei in punctul respectiv
Formulele de dedublare sunt:

2 dedublare . dedublare . dedublare
Xx? SRR xx,; X—EEEEL (X4 X ), a—Ea,

2 dedublare dedublare

. dedublare
Y ———Wn, Y——————

1
2
1

2-(y+y1); a a.

Et.1) Se verifica dacd M (X,, Y, ) apartine conicei respective studiind

daca coordonatele sale verificd ecuatia conicei respective
Et.2) Se dedubleaza ecuatia conicei si obtinem:

Pentru cercul (X—a)2 -+ (y—ﬁ)2 =R® = ecuatia tangentei in
M (Xo;yo) este (X —a)(X—Xo)+(y—B)(y—Yo) =R?.

2 2

. X y XX Y
Pentru elipsa ¥+F:1 = a_20+ b_2021'
2 2
Pentru hiperbola X—Z—y—zzl = x_x20_ ﬂ;:l_
a- b a b

Pentru parabola y* =2px = yyo= p(X+ Xo).
12.Normala la o figura este perpendiculara pe tangenta in punctul
respectiv
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Capitolul XXII
PRIMITIVE (XII)

1. fadmite primitive pe | (notam f € P,) 3F : 1 —» R astfel incat:
a) F derivabili pe | b)F'(x)=f(x),Vxel

Obs. 1: O functie fare o infinitate de primitive si orice doua

primitive diferad printr-o constanta.

Obs. 2: Multimea primitivelor se noteazi _[ f (x)dx, se numeste

integrala nedefinita a lui f .
2. Cercetarea daca o functie admite primitive

f continua DA .| fadmite

primitive
l NU

fare DA ; fnu
discontinuitati —— nuare 1 admite

de orima speta Darbou primitive

y

fare
Darboux NU

v

JF:1 >R
F'(x)=f(x)
DA

NU

f admite
primitive
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3. Relatia intre functie si primitiva sa:
([ f (x)dx=F(x)+C) si F'(x)=f(x)
Obs.: Daci se cere sd ardtdm cd F (X) este primitivd pentru f (x),
este mai simplu sa derivam F(X) si sd ardtdm cd e egal cu f (X)
4. Primtiva derivatei si derivarea primitivei:
[T (x)dx=f(x)+C

(jf(x)dx)':f(x)

4. Tabel de integrale nedefinite

a+l 1
J.x“dx: X iCVaz-1 I—dx:ln|x|+C
a+l X
a* 1 1 X—a
J'axdx: +C,va=l I ——dx=—1In +C
Ina X —a 2a |[x+a
I ! dx=larctg§+C j dx = arcsin =~ +C
x*+a’ a a Jai—x?
1
dx:In‘x+ X —a|+C dx:In(x+\/x +a )+C
.[ /XZ_aZ J.’X2+a2

dx =v/x*—-a*+C j X dx=—+/a’-x* +C

X
J. /X2_a2 /az_xz

jsinxdx=—cosx+C jcosxdx=sinx+C
I dx=tgx+C I dx =—ctgx+C
cos’® X sin® x
jtgxdx =—In|cosx|+C jctgxdx =In[sinx|+C
n+l f '
J'f“.f'dxz e J.—dx:ln|f|+C
n+1 f
Obs. 1: Formulele se pot folosi sau direct sau doar daca in loc de x
avem ax+b, si atunci I f (ax+b)dx forr;ula C
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2X

EXp.: J'e“dx = e2 =—e*+C

+C, J'e*XdX: e’

Obs.2: I(1+tgzx)dx:j dx =tgx+C ,

cos® X
5. Monotonia primitivelor - nu este nevoie sa calculam primitiva

functiei, folosim F (X) =f (X), si gasim semnnul lui f (X)

5. Convexitatea primitivelor - nu este nevoie sa calculam primitiva
functiei, folosim F (X) = f (X), ,apoica F (X) =f (X) si gasim
semnnul lui f'(x)

6. Proprietitea de liniaritate a integralei nedefinite

[(a-f(x)+b-g(x))dx=a [ f (x)dx+b [ g(x)d

7. Integrarea prin parti
Se foloseste formula _[f g'="f-g —_[ f'g

o f(x
E1) Se scrie g' X)=..=> g(X)ZIQ'(X)dX:---

E2) Daca j f'- g nu este formuld directa, se repeta procedeul

Obs 1: La g(x) =jg '(x)dx nu se mai pune constanta

Obs 2: De obicei g'(x)se alege o functie la care sa-i putem gasi
primitiva, iar f(x) o functie care prin derivare devine mai simpla.
Obs 3: Formulele de integrare se pot aplica doar daca avem functii
care au ca si argument X, altfel suntem obligati sa verificam prin
derivare daca alegerea lui g este corectd sau sa notam argumentul
functiei cu t

8. Calculul integralelor de tipul:

j\/x2 —a?dx, j\/x2 +a’dx sau j\/a2 — x%dx

E1) Se aplica conjugatul = _[\/X —a’dx= _[

dx—a’ I

\/7

dx
VX* —a?
|
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X2
g

f(x)=x = f(x)=1

I === g0 =¥

|, = xv/x* —a’ —j\/xz—azdx: l, = xVx*—a® —1

E2) Pentrul, dx , fie

E3)I =xvx?—-a? -1 —az-ln‘x+\/x2—a2 =
I :%(x\/xz—a2 —azln‘x+\/x2—a2 )+C

Obs 1: Exactitatea alegerii lui g se verifica prin derivare,
X o g(x)=—va’ -x?
/az —x2

9. Integrale recurente
E1) notam integrala initiald cu |

de exemplu g'(x) =

E2) calculam prin metoda integrarii prin parti

E3) separdim = | =...

E4) daca obtinem o recurenta de ordinul intai, calculam primul
termen, daca e recurenta de ordinul doi, calculam primii 2 termeni...
10. Prima metoda de schimbare de variabila:

E1) notam o functie care depinde de x cu t, derivez

= () dx=dt = dx =0

E2) inlocuim in integrald = integrala ce depinde doar de t si la care
se pot aplica direct formule sau alte metode de calcul a integralelor
Obs 1: daca integrala nu depinde doar de t, atunci notatia nu este
buna

Obs 2: daca apare ca si argument al functiilor ax+b, notez
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ax+b =t= adx=dt= dx = a , iar daca argumentul functiilor este
a

X +b, atunci se pot aplica direct formulele

Obs 3: de obicei numaratorul contine derivata a ceea ce notez.

11. A doua metoda de schimbare de variabila:

E1) notam o functie care depinde de x cu t, gtsim X in functie de t,

derivam = dx =(....)"dt

E2) inlocuim in integrala si obtinem o integrald ce depinde doar de t
si la care se pot aplica direct formulele sau alte metode

Obs: Uneori schimbarea de variabila duce la integrale rationale care
au metode standard de calcul

12. Calculul primitivelor pentru functii cu acolada

- se calculeaza primitiva pe fiecare ramurd, insd apar constante

diferite, notate cu C, si C,, apoi punem condiia ca F(X) sa fie

continud §i gasim o constantd in functie de cealalta, la sfarsit apare o
primitiva ce depinde doar de C

13. Functii rationale: f (x)= SEX; unde P(x) si Q(x) polinoame

Functii rationale simple :

) F)=PX) b)fx)=—" f)=——*B Ao
+a) (x2 +ax+ b)

14. Metoda coeficientilor nedeterminati: inseamna
descompunerea functiei rationale E ) 5 in functii rationale simple
X

El) daca grad P(X) > grad Q(X), se imparte P(X) la Q(X)
— P(X):Q(X) =C(X) rest R(X) < P(X) =Q(X)-C(X)+R(X),
unde grad R(X) < grad Q(X)
E2) o) P(X) —C(X)+ R(X)
Q(X) Q(X)

E3) descompunem Q( ) n produs de factoride grad | sau gr 1l
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E5) se aduc fractiile din partea dreapta la acelasi numitor, se egaleaza
coeficientii numaratorilor = sistem

Obs.: Calculul oricaror primitive ale functiilor rationale se reduce la
calculul primitivelor functiilor rationale simple

15. Tipuri de integrale pentru functii rationale simple

Daca avem coeficienti dominanti diferiti de 1, se scot in fata
integralei acesti coeficienti dominanti, deci vom discuta doar pentru
coeﬁcienti dominanti egali cu 1

1)j—dx In|x+a|+C

X+a
—n+1
Z)I—dx I(x+a)ndx:(x+a) 4C= T 1H+C
(x+a)" -n+1 —-n+1 (x+a)

3)j—d j4dx— arctg ——

x> +a X +(\/§) Ja \/_

sau | 21 dx = 1 2<1Ix=— X~ \/—
K-at e (Va) x+\/_

4) I Z;dx se foloseste forma canonica
ax” +bx+c

b) A .
ax> +bx+c= a(x + 2—] I sau formarea unui patrat perfect
a a

:”:I dx :_I 1

> dx
(o) “lon)a
al X+ — i
2a) 4a 2a 4a2

notam x+£=t:>dx=dt :|:1I dt—t|p3
2a 2o A
4a
ax” +bx+c 2aY ax” +bx+c 2aJ ax? +bx+c
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L 2ax+b b 1
2a’ ax®? +bx+c 2a’ ax® +bx+c

:Ziln‘ax2 +bx+c‘—£- I,, unde |,= integrala tip 4
Obs.1: f At B —f +Bf(2;ndx

ax +bx+c ax +bx+c ax +bx+c)

Obs: Forma canonica se poate folosi si atun01 cand avem functii

rationale ce contin vax’ +bx+c (chiar si daciA > 0)

2
Exp: [Vax? +bx+c dx:j\/a(x+%j _ A i

4a

A

Notam x+—> = [, [at? ——-dt

2a 4a
15. Integrale trigonometrice
a) Daca in functie apar doar functiile Sin x,cosXx se incearca notatia
t=00s X, t=sin x sau t =tg Xsi pentru aceasta ultima notatie folosim

2

9 )i si COS” X = >
1+t9°x 1+t9°X

b) daca sin x si cos x sunt la puterea cel mult 1, folosim:

formulele sin?x =

2tg X 1-tg? >
. CosX = )2(
1+tg® = 1+tg? =

g 2 g 2

. . . X .
sinx = si sinotam tg > =t = functie

rationala fiind data de intervalul in care este x
16. Notatii clasice

2) [R(a*)dx =a* =t b) [R(%¢/x:¥x;...) >*/x =t
IR +b]dx:t:ng;::g
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Capitolul XXI11
INTEGRALE DEFINITE

1. Fie f:[a,b]— R, numim subgraficul functiei f multimea

I, = {(X, y)‘a <x<b0o<y<f (X)} , adicd suprafata cuprinsi intre
graficul functiei f, axa Ox sidreptele x=a si x=Db.
2.Diviziune a unui interval: fie intervalul [a,b] = multimea de
puncte A=(a=X, <X <..<X, =b) se numeste diviziune a
intervalului [a,b]

Obs.: norma unei diviziuni este |A||=max(x, —x,,)
k=1,n

Obs.2: diviziune echidistanta este o diviziune impartita in intervale
de lungimi egale

Obs.3: avand diviziunea A, &, este sistem de puncte intermediare
S XSG S X,

3.Suma Riemann asociata functiei f, diviziunii A si sistemului de

puncte intermediare & este S, =Zn: (&) (% —%s)

k=1
Obs.: Suma Riemann se noteaza corect o, (f,& )= Zn: (&) (% —%c1)

Obs.: Suma Riemann este de fapt suma ariilor unor dreptunghiuri
luate cu semnele corespunzatoare.

4 Definitia integrabilitatii Riemann f :[a; b] — Re integrabild in
sens Riemann pe [a,b] < VA cu |A|— 0, V¢, sistem de puncte

intermediare = Hll‘mS e R. Notim f( )dx = I|mS

a0 |aj-0

Obs: J x)dx e o suma infinita de segmente f (x), unde x e[a;b]
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5.Criterii de studiere a integrabilitatii
a) f continuda = f integrabila

f integrabila =% f continud
b) f nemarginita = f nu e integrabila
f mirginiti =<f integrabila
Obs.: este bine de retinut urmatoarea diagrama:

(f//'// functii integrabile N

)
_-"-.____‘_‘___‘_-___-_._._._____._f’

c) f monotonda = f integrabila, reciproc NU
d) f integrabild, g = f doar intr-un numar finit de puncte

b b
—=> ¢ integrabila si j f(x)dx:j g(x)dx
¢) dacd f () e marginita si discontinua intr-un numar finit de
puncte = f (x) este integrabila

6. Legatura intre functii care admit primitive si functii
integrabile

functii ce admmit

primitive functii inte grakile
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7.Teorema lui Leibniz-Newton f :[a;b] >R, f integrabili care
admite primitive pe [a;b] = J (x)dx=F(b)—F(a) unde F este 0
primitiva a functiei f

Obs.: Teorema mai este cunoscuta si sub forma:

»Daca f:[a;b] >R, f continua pe [a b]= J f(x)dx=F(b)—F(a)
unde F este o primitiva a functiei f .’

Daca integralele sunt complicate, se considera F (X) = j f (X)dx 0
primitiva a functiei f, se calculeaza separat F (x) apoi
:>j x)dx = F (x)|"= F (b)-F(a)
8. Integrala din derlvata functiei:
! (0= 1 (] =1 (0) - (a)
9. Proprietatea de liniaritate a integralei definite

j;b(a-f( )+bg dx_aff dx+bfg x)dx
Obs.: j;b(a-f(x) dx—aff x)dx bfg

10. Formula integraru prin parti
b
[ (09" (x)dx= 1 (x) g (x)

11. Schimbarea de variabila
El) notdm t =... =dt=(....)"dx

E2)x=a :>t(a)=.... X=b= t(b):

E3) [ f (x)dx = f((:)) ..... dt

z_f’ F1(x) g (X) dx

a
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.. by
12. Integrala functiei inverse '[ f (X) dx =

a

El) notdm f~'(x)=t=x=f (t) =dx=f'(t)dt
x=a=f(t)=a=>t =..
x=b=f(t)=b=t,=..

E3) 1 = ["t-f(t)dt

13. Determinarea relatiei de recurenta pt. | = j i

X

(ax2 +bx+c)n dx

X, X, sunt ridicinile ecuatiei ax’ +bx+c=0
E1) integram prin parti,

f :(ax2+bx+c)n =N f':n(ax2+bx+c)n71(2ax+b)

g'=1 =>0g=X

E2) I, =

—nf® (ax2 +bx+(:)n_1(2ax2 +bx)dx

X

n
(ax2 +bx+c) X

E3) I :O—O—ZnJ:(axz+bx+c)n_1(ax2+b—zxjdx
E4) 1. =—2nj:(ax2+bx+c)”‘1(ax2+bx+c—b—2X—chx
E5) |, :—ZnU:(ax2+bx+c)n dx—Iij(ax2+bx+c)n1(b—2X+c)de
E6) I :—2n(|n—j:(ax2+bx+c)”1(b—2x+c]dx]
2n

X n-1
E7) In:—2nln+7(Ll (ax® +bx+c) (bx+2c)dx)

E8) (2n+1)1, = nb(J’:(axz +bX+C)nl(x+%j dx]
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E9) (2n+1)1, _mb J’Xz(ax2 +bx+c)n1(2ax+b_b+@jdx
2a\ b

nb X2

n-1
E10) (2n+1)1, =~ (ax® +bx+c) " (2ax+b)dx+

Xy

+ %U: (ax2 +bx + c)n_1 (—_bz ; 4ac ] dx}

Xz

nb (ax2 +bx+c)n

2
ELL) (20+1)1, =2 nb —b” +4ac
a

n 2a b "
nA
E12) (2n+1)l =0-0-—1
)( )n 2a n-1
nA
E13) (2n+1)I_ =-——1I
)( )n 2a n-1

14. Calcularea limitelor unor sume cu ajutorul integralelor
E1) se scrie suma S, ca suma de termen general

< 1 . .
E2) se da factor comun pe —, se scoate in fata sumei
n

E3) se scrie noul termenul general al sumei in functie de %
E4) sealege f:[0,]] >R unde f(x) este functia obtinuta

N .k N .
inlocuind — cu xin termenul general al sumei
n

E5) se alege A= (0 e <E] o diviziune a intervalului [0,1] cu
n n

1 : k . . . <
||A|| =——>0 51 & =— sistem de puncte intermediare rezulta
n n

E3) limS, = [ f(x)dx

n—o0
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15. Calcularea unor limite folosind direct sume Riemann

m%(f (%)+ f (%}+f GD = [ £ (x)dx
m%(f Gj+ f G}f GD:E £ 1(x)dx=f (x) ;: £(1)-f(0)

16. Proprietati ale functiilor integrabile (pentru a<b)

a)I a-f+p-g)dx= a_[ dx+ﬁj g(x
b) f(x '[ xﬁLg (x)

Obs.: Daci f( )< g(x) siexistd un interval | —[a,b] pe care
f (x)<g(x), atunci '[b (x)dx<jbg(x)dx
c) f(x >0:>I x)dx >0 reciproc NU

f(x <0:>I x)dx <0 reciproc NU

Obs.: Daca f(X)>0 siexistd un interval | =[a,b] pe care

f(x)>0, atunmj x)dx >0

Obs.2: Dacd f (X)<0 si existd un interval | —[a,b] pe care

f(x)<0, atunmj x)dx <0

d) m< f(x)<M :m(b—a)s'[a f(x)dx<M(b-a)

e) f :[a;b] (x dx‘smf (x)|dx

f [cd]<[ab], fpozmva:j (x)dx< [ f (x)dx
'[ (x)dx = _[ X) dx + I X)dx cu ¢ nu neapdrat intre a,b
IRCLTINICI
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Obs.3: Atunci cand se cere situarea unei integrale intr-un interval,
situdm initial functia, apoi integram relatia
17. Proprietati ale integralelor functiilor pare sau impare

f para :>'[ X)dx = 2_[

f imparda = .L f X)dX=0
18. Teorema de medie Fie f :[a;b] >R, f continua = 3c (a;b)

astfel incat '[ x)dx= f(c)(b-a)

Obs: Se foloseste la calculul limitelor de integrale doar daca dupa
aplicarea teoremei nu obtinem cazuri exceptate

Obs.2: Valoarea medie a integralei este m_— f f dx eee

19. Calcularea limitelor de integrale:

Metoda I: se situeaza functia din interiorul integralei intre doua
capete, se integreaza inegalitatea obtinuta si se foloseste criteriul
clestelui

Metoda II: se foloseste teorema de medie '[: f.(x)dx=f(c,)(b-a)

tinand cont cd obtinem un sir C, si doar daca in calculul limitei nu

obtinem caz exceptat, de obicei ne incurca cazul 1°
20. Teorema de existenta a primitivelor unei functii continue

Fie f:[a;b] >R, f continud = F(x)= LX f (t)dt este o primitiva a

lui (x)

21. Derivarea integralelor definite

- daca F(x)= [ f(t)dt =F'(x)=f(x

- daca F(x):jv”(f)) f(t)dt = F'(x)=(G(u(x))-G(v(x))) =
=G'(u(x))-u'(x)=G'(v(x))-v'(x) = (u(x))-u'(x) = f (v(x))-v'(x),

unde G este o primitiva a lui f
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Obs.: se poate retine si direct, si aplica ca si formula ca

(1278 ()= £ (u(x)) w1 (v(x)) v (1)
Obs. 2: Teorema este utila in calcularea intervalelor de monotonie si
a punctelor de extrem ale unei integrale definite

22. Aria dintre G, , axa Ox si dreptele x=asi x=Dbeste
b
Az'Uf (x)]dx

Obs 1: daca nu stim sigur semnul modului, se face tabel de semne si
se desparte in suma de integrale

Obs 2: daca f para sau impara = ‘f (X)‘ e pard =
Azfa f(x)|dx = Zjoa‘f (x)]dx
23. Aria dintre graficele a 2 functii si dreptele x =arespectiv
X=Db este
b
Az'Uf (x)—g(x)|dx

Obs.: Explicitare modului presupune eventuala determinare a
punctelor de intersectie dintre f (X)sig(X) sia semnului din tabel

Obs. 2: Intotdeauna pentru a determina o functie dintr-o relatie cu x
si y, gdsim y in functie de X si consideram functia y = f (x)

Obs. 3: De multe ori, din grafic ne dam seama de unele simetrii si se
poate calcula mai usor aria.

24. VVolumul corpului obtinut prin rotirea in jurul lui Ox a
graficului functiei f este:

V(Cf)zn'[:fz(x)dx

115



Ovidiu Badescu Descoperind matematica de liceu

Formule adaugate de voi
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